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1. Logaritmos

El logaritmo de un ntimero en una base dada, es el exponente al cual se debe elevar la base para obtener el

numero log, x =y a¥ =2z, con a >0y a# 1, siendo a la base, z el nimero, y y el logaritmo.

logy 4 = 2, 22 =4,

log, 64 = 6, 20 = 64,

log, 8 = 3, 23 =38,

log, 1i6 = —4, 2;4 = 16, ) )

log 0.25 =y, (5)" = 0.25, )" =G y=2,
log, 5125 =y, V5Y = 125, 529 = 53, y =6,
log\/gi/gzy V3= 87117 33 =373, y=—%,
log 0.001 = ¥, 10v = 0.001, 10v = 1073, y=—3,
lne—17:y, ey:e—17, e¥=e T, y=-1,
log 1000 = y, 10¥ = 1000, 10¢ =107, y=3.
log,a =1, al =a,

log, 1 =0, a® =1,

log10 =1, 10! = 10,

logl =0, 100 =1,

Ine=1, el =a,

In1=0, e =1,

1.1. Propiedades de los logaritmos

1.1.a) Logaritmo de un producto: log, xy = log, x + log,, y.
1.1.b) Logaritmo de un cociente: log, r_ log, x — log, y.
Y

1.1.c) Logaritmo de una potencia: log, 2™ = nlog, .

lo 1
1.1.d) Logaritmo en base a expresado como logaritmo natural: log, z = ] 8 _ lnix
oga na

1.1.1. Ejemplos

Ejemplo 1.1.1.a) 5% 1.12%F3 = 200



1.127+3 = 40

log, ; 1.1223 = log, , 40

(22 + 3)log; ; 1.1 =log; ; 40
In 40

%2 +3 = log; ; 40 = ——— — 387039
THo =gy Inll

x = 17.8520
Ejemplo 1.1.1.b) 100 = 503
2=e3

In2 =1Ine3 = 3tlne

;2
T3
t = 0.231049

Ejemplo 1.1.1.c) log?2 + log(11 — 2?) = 21og(5 — )
log2(11 — 2?) = log(5 — z)?
2(11 — 2?) = (5 — x)?
22 — 222 = 25 — 10z + 2
322 —10x +3 =0
(x—3)Bx—1)=0,21 =3y a9 = %, las dos raices cumplen, ya que 11 — 22 >0y 5—2 > 0

log(16 — z%)
log(3z —4)
log(16 — 22) = 2log(3x — 4)

Ejemplo 1.1.1.d)

log(16 — x2) = log(3z — 4)?2
16 — 22 = (3z — 4)?
16 — 2% = 922 — 242 + 16

822 — 241 =0, 22 — 32 = 0, 2(z — 3) = 0, 1 = 0, esta raiz no es permitida y xo = 3.

Ejemplo 1.1.1.e) 5%¢+2 = 35¢—1
log 52742 = Jog 3571
(22 + 2)log5 = (5z — 1) log 3
2z logh — bz log3 = —log3 — 2log b

x(2logh — 5log3) = —log3 — 2log5
. log3+2log5  1.8751
~ 5log3—2logh  0.9875

= 1.898



Ejemplo 1.1.1.f) Encontrar el log 0.0625

625 5

log 0.0625 = log 10000 = log 915 5d

1
= logz—4 =logl —log2* = —4log?2 = —1.2040

2z3 223y | 1 1 223 1 1
Ejemplo 1.1.1.g) log1/ ny = log{ mQy}§ = ilog ny = i(log 2+log 23 +logy—log 22) = 5(10g2+310gx+
z z z

logy — 2log z) =

1 3 1
= 510g2+ ilogx—i— §logy—logz

1.2. Algunas demostraciones de las propiedades de los logaritmos

Propiedad 1.1.a) log, zy = log, x + log, ¥
Sea: s =log, z y t=1log,y
z = a® y y = a*, multiplicando ambas ecuaciones miembro a miembro.
zy = a*al, vy = a*T* tomando el logaritmo en base a de esta ecuacién:

log, vy = log, a*™t = (s + t)log, a = s + t = log, = + log, v.

Propiedad 1.1.b) log, o log,  — log, y
Y
Sea: s =log, zyt=1log,y

=a®y y = a', dividiendo ambas ecuaciones miembro a miembro.

S

t

x
x
Yy a
r_ a*~" tomando el logaritmo en base a de esta ecuacion:
Y
log,, o log,a* "t = (s —t)log,a =s—t =log, x — log, y
Y
1
Aplicacién: log, — = log, 1 —log, z =0 — log, x = —log, =
x
1 1
Otra forma de hacerse: log, x + log, — = log, v— =1log, 1 =0
x x

1
log, — = —log, x
x

Propiedad 1.1.c) log, " = nlog, =.

Sea t = log, z,
x=al,
"t = ant

log, " = log, a™ = log, a™'°8«* = nlog, =

10



log, =

Propiedad 1.1.d) log, z = log. b

Sea: log, = A, entonces a”

=,y log, x = B, entonces b = x, por lo tanto, a®* = b5,

Tomando el logaritmo en ambos lados de esta 1ltima ecuacién tenemos que:

log, a® = log,, b®,
Alog, a = Blog,b, A= Blog,b,

A
B = —— sustituyendo el valor de A y B, tenemos:

log, b
log, x = log, ‘.
log, b
log,z logz Inxz
log, x = =

log,b logb 1Inb’

1.2.1. Ejercicios

Encuentre el valor de = que satisface cada una de las siguientes ecuaciones.

17.8.2.a) logy x = 3.
17.8.2.b) log, 8 = —3.
17.8.2.c) log, ,(4z —4) = 2.
17.8.2.d) 22743 = 1.
17.8.2.¢) 420+1 = 50+2,
17.8.2.f) 3°~1 = 45132,
0 _ 00613

17.8.2.g) —— = (

)82
14.7 T '

—3
xy7z3

a?b—4

17.8.2.h) log
17.8.2.i) log(322% 4 2x — 4) = 0.
17.8.2.j) log V10 = z.

17.8.2.k) logy z = 3.

17.8.2.1) log, 8 = —3 .

11

= la base a se cambia por la base 10, y la base e respectivamente.



1.3.

1.3.b)

1.3.c)

Aplicaciones al calculo diferencial

1
Siy= (x: )~2, encuentre su derivada.
x
e+l ., 4r |,
= () *(x+1)

tomando el logaritmo en ambos lados

lny = ln(g;fl)2 =2(Indz —In(x + 1))

derivando implicitamente

! 4 1 1 1

%:2(57x+1):2(;7x+1)

y x+1)—x
Y :2((17@%)—1) )

v _ 1
Y x(z+1)
/ 2 dr o, 2 3212
Y :yac(x—l—l) B (:r—i—l) x(zx+1) - z(z+1)3
, 32z
v (x+1)3
Siy= &, encuentre su derivada.
z(x —1)

tomando el logaritmo en ambos lados
lnyzln% =ln(z+1)—lnz@z-1)=Ihn(r+1)—Inz—In(x—1)
derivando implicitamente
y 1 1 1
3 - x+1 r x—1
Yy  wxz—-1)—(z+1)(z—-1)—z(x+1)
v x(x+1)(x—1)
Yy at—x—a?+1-22-1 —x — 22 —x(z+1) 1
vy z2@+D@-1)  zz+D-1) z@+l)@=z-1  z@z-1)

z+1 1
x(x—1)z(x—1)

1
=y (z—1)=—
y=-y_(z-1)
T 1
v = x2(x —1)2
Si y = 83 encuentre su derivada.
tomando el logaritmo en ambos lados

Iny = In &3

Iny = 3z1n 8, recordando que In 8 es una constante y derivando implicitamente
/

v
Y
y' = y3In8 = 83*3(In8)

=3In8

12



1.3.d)

1.3.e)

y' = 3(In8)83%

Si y = a* donde u = u(z) encuentre su derivada.
tomando el logaritmo en ambos lados

Iny =Ina*

Iny = ulna, recordando que Ina es una constante y derivando implicitamente
v =u'lna

Y

y =yu'lna

Yy =a*(lna)u’

Si y = e* donde u = u(x) encuentre su derivada.
tomando el logaritmo en ambos lados

Iny =1Ine*

Iny = ulne, recordando que lne =1

Iny =u

derivando implicitamente

/
vy
y
y =y
y/ — euu/

13



2. Binomio de Newton

(a+b)°=1

(a+b)l=a+b

(a+0b)? =a®+ 2ab + b?
(a+b)3 = a3+ 3a%b + 3ab® + b3

(a +b)* = a* + 4ab + 6a%b? + 4ab® + b*

-1 —1(n-2 —Dn-2)(n—=3)---(n—r+1
(a+b)n, — an+%an,—1b+n(n2' )an—2b2+n(n 3)'(’”‘ )an—3b3+, . +’I’L(’I’L )(Tl )(nr' 3) (Tl 4+ )

Tomemos el coeficiente del  ésimo término y multipliquémoslo arriba y abajo por (n — r)!,

n(nf1)(n72)(n—3)~-(n—r+1)*(nfr)! B n! P
7! (n—r)  7ln—r)
Asi que
n o __ n n! n—rnr

(Cl"’b) _ZTZOWO“ b".

Para las primeras potencias:
0! 0! 0!

0 _ 0 O—rpr 0-030 —

(@0 =20 o= mi® Y T oo U oot

1 1 1! 1! 1
pl =St L—rpr — 1-0p0 I-1pl = 130 4 _—° 0pl b

(@40 =20 i — oa—on® ” Tna-m® o g et

2! 2! 2! 2!
p)2 = 52 2—rpr — 2-0p0 2-1p1 2-2p2
(@40 =20 g oe—or® C Tae-m® Y Tag—a®
2! 2! 2!

= Wazbo + ﬁalbl + 2'—()'&%2 = Cl2 + 2ab + b2

3! 3! 3! 3! 3!
b 3 3 S—T‘b'l" — 3—0b0 3—1b1 3—2b2 3—3b3 —
(@+0)" =20 ip = 1@ o—on® " TuE-n® P tag—a® U a3’

a7l—’l"b7’+



| ! | |
= %a%o + %a%l + %ale + %aobf3 = a® + 3a®b + 3ab® 4 b*

2.1. Ejemplos

Ejemplo 17.2.a)

C R 5L s
S O e i S v A

5! 5-2 2 5! 5-3 3 5! 5—4 4
G ) LN S S T | E VU LS S |
tagot U rggogt Y o U
5! 5-5 5_ .5 4 3 2
5
. (=175l o
(x—1)° = Z — ",
(5 )
asi se pudo haber escrito, un poco mas elegante.
Ejemplo 17.2.b)
2 3\7 - 7 NT—r (. 3\r 7 207—0/_, 310 7 2NT—1/_, 3\1
(z *y)*;m@) (*y)*m(x) (*y)er(x) (—y°) +
7 NT—2(_ 312 7 27-3/_3\3 7 2\5—4 314
g @ g @ e ) )
b T+ g T e )T T ()T =
517 — 5)! 517 — 6)! 77— 7)!
— 71‘12 3 +21$10 6 35l' +35x6y12 21$4 15 +7x2y18 _y21
7 7

. 7! 1 .
2 3\7 __ 2\7— 7‘ r 3r 14727" 3r

=

un poco mas elegante.

1

Ejemplo 17.2.c) Encuentre el término quinto del desarrollo de (z — x)ll.
Bueno aqui: n=11y r =4,
1 g Ly 1101, 1151094857 o 1, X
_Z = —)* =330
4!(11—4:)!JIC ( x) an” ) Ax3%2x1%7 © (m) v

Ejemplo 17.2.d) Encuentre el término noveno del desarrollo de (z* — 3*)2°
Bueno aqui: n=20yr=38,

20!

20!
4\8
8!(20 — 8)! )

3120—8 _
@) = g

()12 (—y*)® = 125970230432

15



200 20% 19 % 18 % 17 % 16 * 15 x 14 % 13 * 12!

= = 125970
8112! 8xT+6x5x4d+x3*x2x%1x12!
Ejemplo 17.2.e) Calcule:
26 =(1+1)° y O oy 6 ¢ 146+15+20+15+6+1=064
_(+)_§0:m —zo:m—++++++—
Ejemplo 17.2.f) Calcule /26 con 6 cifras significativas.
V26 =v1+25=(25+1)7 = (52 +1)2
1 1 1 Ll 1 1l _ 1 1_ 2 5
=(5%)7 + 5% 2 1+ 2(22, )(52)—5 1?4 120 3),(2 )(52)—5 * 1% 4

_5+11 11 11+ _5+1 1+1+
B 25 853 1655 B 10 1000 50000 @

=5-+0.1-0.001+0.00002 + ... = 5.09902

Ejemplo 17.2.¢) Calcule v/998 con 6 cifras significativas.

/998 = /1000 — 2 = (1000 — 2)3 = (10° — 2)3

1 1l _4 5
= (103)% + 5(103)_% * (_2) + %(103)—5 % (_2)2 +o.
21 41 N
=10 — 3707 515 T 10 — 0.006667 — 0.000004 — ... = 9.99333

2.2. Ejercicios

2.2.a) Desarrolle (a — b)7.

1
2.2.b) Encuentre el término independiente del desarrollo de (22 — ).
x

1
2.2.c) Desarrolle (\/y + —)5.
) (VY \/@)

2.2.d) Escriba los cuatro primeros términos del desarrollo de (1 — 3y)_%.
2.2.e) Escriba los cuatro primeros términos del desarrollo de (1 —y)~3.

2.2.f) Escriba los cuatro primeros términos del desarrollo de (1 + z)2.

2.2.g) Escriba los cuatro primeros términos del desarrollo de (2% 4 L)%,

16



2.2.h) Desarrolle (1 — 2z)8.
2.2.i) Desarrolle (y=3 — 4)%.
2.2.j) Desarrolle (z7° — y?)8.

2.2.k) Desarrolle 28 como binomio de Newton.

17



3.

El método de la induccion matematica

Pensemos en el siguiente trinomio x? + = + 41, para x = 0 da 41, x = 1 da 43, para 2, 3, 4, 5, ...da 47, 53, 61,

71, ..., de aqui se podria concluir que para todo entero no negativo x, el resultado es un numero primo, pero

para 40, el resultado es 412 el cual ya no es primo: 40% + 40 + 41 = 40(40 + 1) + 41 = 41(40 + 1) = 412.

El método de la induccién matematica sirve para demostrar que una proposicién S, es vélida para toda n,

donde n es un nimero natural. Este método consta de tres pasos:

1) Se verifica si la proposicién es vélida para n = 1.

1) Se supone que es vélida para n = k.

11) Se verifica que también sea valida para n =k + 1.

3.1.

Ejemplo 3.1.a) Sea: S, =1+2+3+ ... +n=

Ejemplos

nn+1)
—

Queremos saber si esta proposicion es valida para toda n.

Paso 1) S; =1, Vemos que es vdlida para n = 1, porque

Paso 11) Se supone que es vilida paran =k, S =

1(1+1)

k(k+1)
.
(k+1)(k +2)

Paso 111) Ahora escribimos n = k + 1 para calcular Spy; = ————=.

2
Prueba:

Sekr1=14+243+ .. +k+(k+1) =5, + (k+1),
k(k+1)
2
Haciendo dlgebra elemental, factorizando k+1, multiplicando y dividiendo el segundo

Sk41 = + (k+1),

término por dos se comprueba por este lado que:

Smlz(k+1§k+2)

por lo que la proposicién es valida para toda n.

Ejemplo 3.1.b) Sea: S, =1+3+4+5+---+ (2n—1) =n%

Queremos saber si esta proposicion es valida para toda n.

Paso 1) S; = 1, Vemos que es vélida para n = 1, porque 12 = 1.
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Paso 11) Se supone que es vélida para n = k, Sy = k2.
Paso 111) Ahora escribimos n = k + 1 para calcular Sky1 = (k + 1)%.
Prueba:
Sk+1=14+3+5+---+2k—-1)+ (2k+ 1),
Sk+1 = Sk + (2k + 1),
Spy1 = k% + 2k +1,
factorizando claramente se ve
i1 = (kb +1)2.
por lo que esta proposicién es valida para toda n.

1)(2n + 1
Ejemplo 3.1.c) Sea Sy = 124922 4 - 42 = PF )6( ntl)

Queremos saber si esta proposicién es vélida para toda n.

11+1)(2x1+1)
6
E(k+1)(2k+1
Paso 11) Se supone que es vilida para n =k, Sp= %
(k4 1)(k 4 2)(2k + 3)
6 .

Paso 1) S; =1, Vemos que es vdlida para n = 1, porque =1.

Paso 111) Ahora escribimos n = k + 1 para calcular Sky1, Sk+1 =
Prueba:

Spp1 =12 4+22 43+ + B+ (k+1)? = S, + (k+1)2,

k(k+1)(2k+1
Rk 1Dk 1) )6( ) + (k+1)%,
Nuevamente haciendo algo de algebra, factorizando k+ 1, multiplicando y dividiendo

Sk+1 =

por seis el segundo término, obtenemos

o _ (R D(E+2)(2k+3)
k+1 = 6 .

Que es a donde queriamos llegar, por lo tanto esta proposicion es véalida para toda

n.
2 1 2
Ejemplo 3.1.d) Sea: S,, = 13 +23 + ... +n3 = %
Queremos saber si esta proposicién es vélida para toda n.
2 1)21
Paso 1) S; =1, Vemos que es vdlida para n = 1, porque =1.
k% (k 4+ 1)*

Paso 11) Se supone que es vilida paran =k, S = 1

(k+1)2(k + 2)2'

Paso 111) Ahora escribimos n = k + 1 para calcular Sgy1, Sp+1 = 1

Prueba:

S =134+ 22 435+ 4 B+ (b +1)° = Sk + (k+1)%,
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(k)*(k +1)°
4
Nuevamente haciendo algo de dlgebra, factorizando (k + 1)2, multiplicando y divi-

Sky1 = + (k+1)3,

diendo por cuatro el segundo término, obtenemos

(k +1)%(k + 2)?

—

Que es a donde queriamos llegar, por lo tanto esta proposicion es véalida para toda

Sk41 =

n.
1 1 1 n
Ej lo 3.1.e) Sea: S, = s = .
jemplo 3.1.¢) Sea 1*2+2*3+ +n(n+1) n+1
Queremos saber si esta proposicion es valida para toda n.
P 1) S L Vi qlid 1 ! L
5 == mos 5 vali ran = T =-.
aso 1 = 5, Vemos que es vélida para n ,poque1+1 5
k
Paso 11) Se supone que es vélida para n = k, Sy, = PEh
. k+1
Paso 111) Ahora escribimos n = k + 1 para calcular Si41, Sk+1 = T
Prueba:
Stpr = o b b ! = Sp + :
LT T2 T 243 kk+1) " k+D)(k+2) T k+D(k+2)
k 1
Sk+1 =

il Gtk 12

Nuevamente haciendo algo de dlgebra de quebrados, obtenemos:

k+1

k+2’

Que es a donde queriamos llegar, por lo tanto esta proposicion es valida para toda

Sk+1 =

n.

3.2. Ejercicios

Mediante el principio de induccién matematica demostrar que las siguientes proposiciones son validas, para

todo n, siendo n un ntmero natural.

3" -1

5
n(3n —1)
—

32a) S, =143+32+... 4371 =

32b) S, =1444+74+---+Bn—-2) =

3.2.¢) Sp=2+46+10+ -+ (4n —2) = 2n2.

D(n+2
3.2.d) Sn:1*2+2*3+3*4+-..+n(n+1):%,

(n+1)(n+2)(n+3)
1 .

3.2:0) Sp=1%243+2%3%4+3%4%5+ - +n(n+1)(n+2)=—
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12 22 n? n(n+1)
3.2.6) Sp = —— _ ,
) %3 3%5 T @a—DEnt1) 2020+ 1)
1 1 1
3.2.g) S, = e __n

@t e D@+ T T e Darn)  aatn)

3.3. Algunas deducciones importantes

Deduccién 3.3.a)

Deduccién 3.3.b)

Deduccién 3.3.c)

Hallar una férmula para la suma de los primeros n nimeros nalurales:
Sp=1424+34+--4+n—-2+n—-1+n
Sp=n+n—14+n—2+---+3+ 2+ 1, hagamos la suma miembro a miembro,

28, =n+H)+n+)+n+1)+---+(n+1)=n(n+1)
n(n+1)
2

S, =
Encontrar una férmula para la siguiente suma:
Sp=14+x+22+23+ - 2,

28, =x+ 22+ 23+ --- + 2", haciendo la siguiente resta:

xSy, —Sp=(x—-1)S, =

=rv+2?+23 4+ttt -l —p—a? -2 Tl g =g

n+171

S:
" z—1

Hallar una férmula para la siguiente suma, y probar ésta usando la induccién matematica:
Sp=1x114+2%x214+3%x3!4+---+nx*xn!

Veamos el comportamiento de los primeros términos

S;=1x1!

So=1%x11+2%2!=5

S3=1*x11+2%2!+3%3! =23

Sy=1%x114+2%214+3%31+4%x41 =119

S =21—1, Sy=3—1, S;=41—-1, S, =5—1,

por lo que proponemos: S,, = n! — 1.

Queremos saber si esta proposicion es valida para toda n.

Paso 1) S; = 1, Vemos que es valida para n = 1, porque (1 4+ 1) —1=1.

Paso 11) Se supone que es valida paran =k, S, = (k+ 1)! — 1.
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Paso 111) Ahora escribimos n = k + 1 para calcular Sgy1, Sk+1 = (K4 2)! — 1.
Prueba:
Spt1 =1x U +2%20 4+ 3«31+ -+ kxkl+ (E+1)(k+1)! =5+ (E+1)(k+ 1)
Spp1=(k+1)! =1+ (k+1)(k+ 1),
Haciendo algebra elemental, factorizando (k+ 1)!, se comprueba por este lado que:
Spr1=k+D{1+(k+1)} -1,
Spt1 = (k+2)! =1
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4. Numeros Complejos

Los numeros complejos se originaron en la bisqueda de soluciones de ecuaciones que carecen de representacion
en el conjunto de los niimeros reales. Un nimero complejo es una expresién compuesta con dos cantidades,
denominadas parte real y parte imaginaria. Se acostumbra denotar a los nimeros complejos como la suma
aritmética de dichas cantidades, multiplicando a su parte imaginaria por la letra i, v. gr. 3 4 2. El nimero
imaginario i representa la solucién positiva de la equacién 2% + 1 = 0, se le conoce también como la unidad

1maginaria, y tiene las siguientes propiedades multiplicativas:

Debido a que su cuadrado es negativo, enfatizamos que 7 no representa un ntmero real, sino una nueva entidad

matematica.

4.1. Operaciones con nimeros complejos

Dados los nimeros reales, a, b, ¢, d, y la unidad imaginaria 7, se definen las operaciones aritméticas con nimeros

complejos de la siguiente manera:

4.1.a) Operacién Suma y Resta: (a +bi) & (c+di) = (at¢) + (b+d)i

4.1.b) Operacién Multiplicacién: (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (be + ad)i

bi bd bc — ad)i
4.1.c) Operacién Divisién: :idz = (ac+ cli(dzc ad)i

4.1.1. Ejemplos

Ejemplo 4.1.1.a) (10 + 8i) 4 (15 — 10i) = 25 — 2i

Ejemplo 4.1.1.b) (3 +4i) + (2+5i) = (34 2) + (4+5)i =5+ 9i

Ejemplo 4.1.1.c) (3 + 4i)(2 + 5i) = (3 + 4i)2 + (3 + 4i)5i = 6 + 8i + 15i + 20i% = 6 + 23i + 20(—1) = —14 + 23i
Ejemplo 4.1.1.d) 4(2 + 5i) — (3 — 4i) = 8 — 3+ 20i + 4i = 5 + 24i

Ejemplo 4.1.1.¢) (4 —3i)(2+i) = 8 +4i — 6i — 3i2 = 11 — 24
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Ejemplo 4.1.1.f) (3 — 2i)? = (9 — 12i + 4i*) = i(5 — 12i) = 5i — 124> = 12+ 5i

Ejemplo 4.1.1.g) 3%, como 35 = 4 x 8 + 3, i%° = i¥*8+3 = (1)8 % 4% = —i

Ejemplo 4.1.1.h) 3+4i  3+4i2—-5i  6—20i"—15i+8 21 —7Ti
JOmPIo S o s T 24512 B 4+ 925 T

Ejemplo 4.1,1) 2=% _ L= 4 _2-83i5-0 1-42-2 71T 610
emplo 4.1.1.1 — = _ _ _
Jemp 5+i 2+2 B5+ib—i 2+2°2—2%  25+1 414

4.1.2. Ejercicios

Compruebe los resultados de las siguientes operaciones:

41.2.a) (7T—2i)+(=5+3i) =2+1

4.1.2b) (84 v/~16) — (3 — /=100) =5 + 14i
4.1.2.c) vV—a + %\/ﬂf % —9a2 = ai
4.1.2.d) (3 —44)(5—3i) =3 — 29

4.1.2.¢) (14i)(1 —2i)(143i) =6 +8i

41.2.8) (V=3+V=2-V-D)(V=3+V-2+V-1) = -4 -2V6

5 — 3 3 29

4.1.2. = -
® 355" % 25
4.1.2.h) §—5_26_ 83,
T 7+6i 85 85
1124) S0 = 24
B
11
4.1.25) 1+ t—itt= 3T 350
V=36y/—49 21
4.1.2.k) 5 - oK
— V121 25 1
121 _ B,

1+v—25 13 13
4.1.2.m) (2+ 5i)3 = —142 — 65i

4.1.2m) i® =i
4.1.2.11) % = —1
3V2+2v3i 1 2

41.2.0) /=" =~ 4+ Z\/6:
) 3v2-2V3i 5 5
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3 32 26,

4.1.2. == _=
P 5t i54 3 5
11.2.) 2-3i 1—4i  (242)(2-3i)— (5+)(1 —4i) 4—6i+4i—6i*>—5+20i —i+4i®
e - N T (54 14)(2 + 2i) N 10 + 10i + 2i + 2i2 B
1-171'_1-172‘8—121‘_—196—1481’__@_@2,
8+12i 8+412i8—12i  64+144 208 208

4.2. Forma polar de los niimeros complejos y Teoremas de Euler y de De Moivre

Teorema de Euler: e**? = cosf + isen#, § en radianes.

Teorema de De Moivre: e = cosnf + isennf, 6 en radianes.

Forma polar de los niimeros complejos

, b
(a,b) = a+ib=re" =r(cos +isenf) = rcosd + irsend, donde r = Va2 + b2 y tanf = Y 6 tomada en el

sentido contrario a las manecillas del reloj.

4.2.1. Ejemplos

Ejemplo 4.2.1.a) 33" = cos(.33) — isen(.33), (0.33 radianes = 21.0084°)
Ejemplo 4.2.1.b) e33" = cos(.33) + i sen(.33), (0.33 radianes = 21.0084°)

Ejemplo 4.2.1.c) (1,0) =1+ 0i = ¢ = cos0+isen0 =1+ 0i = 1,

a=1,b=0,r=1,0 =0 radianes.

Ejemplo 4.2.1.d) (0,1) =0+i=¢'2 = cosT +isenk =0+i=1i

a=0,b=1,r=1,0= g radianes.

Ejemplo 4.2.1.e) (—=1,0) = —1 +0i = €™ = cosm +isent = —1+ 0i = —1

a=—-1,b=0,r =1,0 = 7 radianes.

Ejemplo 4.2.1.f) (0,—1) =0 —i = ¢e"F = cos 3T +isen 3T =0 —i = —

a=0,b=-1,r=1,0= 3% radianes.
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(1,1) =1 +i = /2% =

V2(cos T +isenT) =

Va2 i

Ejemplo 4.2.1.g) )
- +i —) =1+1,

cona=1b=1,r= \/57 0= % radianes. 021 9=45"=%
127y
(—1 1):—14—@:\/5@1% = (_1.11) l
V2(cos 3 + isen 3T) = 08
Ejemplo 4.2.1.h 061
Jemp ) ﬂ(_i e i) =144, _I_;__1_350=%
0.
3T . -
conr=+/2,0= Vi radianes. 02
1 '(;.8 *6.6 *l;.4 '(;,2 0 UTZ U.‘4:- Or(wx
04y
0 =225 —%.-"Nnr )
: isr ;
(FL=1) = —1 =i = V26T = A PR P i P B VRS
V2(cos B + isen 5T) = .
Ejemplo 4.2.1.i 2 2
.] 11D 1) ﬂ(ii . li) — 71 o 7;, i
2 2
om .
conr = \/ﬁ, 0= Vi radianes. 061
.(_1)_1) o4
057y
7
-0=315"="F
(1,-1)=1—i=+2e7 =
— T T T T T " X
\/§(COS 4 isen 71) _ 02 0 02 04 06 08 0 12
Ejemplo 4.2.1.j
jemp J)\f(iii) i,
2 2
05
conr=+/260= Iﬂ- radianes.
(l’_l)
Ejemplo 4.2.1.k) (1+1)8 = (v/2¢'7)® = 24e2™ = 16(cos 27 + isen 27) = 16(1 + 0i) = 16
Ejemplo 4.2.1.1) (1+d)(1 —i)=1—2=1+1=2=2e'T % 2e'T = /2280 = 2¢27 = 2
1+ 2e'% 65 ;85
Ejemplo 4.2.1.m) . J_rz = \/\g:i; = e iF = e~ = cos 3 _isen3f =0—i(-1) =i
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(=1, —v/3) = —1 — /3 = 2¢240°i —
2e3mi — 2(cos 240° + isen 240°) =
Ejemplo 4.2.1.n)
2(cos §m + isen 37),

con r =143 =2,0=240° = §n radianes.

(V3,—1) = V3 —i =233 =

2’6 ™ = 2(cos 330° 4 isen 330°) =

Ejemplo 4.2.1.11)
2(cos H +isen tm),

conr=+/1+3=2,0=330°= 16—1# radianes.

27

0.519

. o
7.8 =330 =

r T T T T —— X
-1 -08 -06 -04%-02 O 02 04

4r

0=240"
- - 3 -0.5

54

3-1;J§37

y
1ln

6

-0.5
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5. Fracciones Parciales

La descomposicién en fracciones parciales consiste en representar una divisién entre dos polinomios mediante la
suma de fracciones algebraicas cuyos denominadores se obtienen de los factores que constituyen al denominador

de la fraccién original.

5.1. Ejemplos

Ejemplo 5.1.a) Tenemos la siguiente fraccion:

5% 5z A B

P42 (@rl@t2) r+l zs2

Queremos investigar si es posible escribirla de esta manera, para lo cual debemos encontrar A, B
que nos permitan esto, veamos:

5z S5z A B A(x+2)+ Bz +1)

x2+3x+2:(1’+1)(x+2)_35+1+9:+2_ (z+1D)(z+2)

de aqui se concluye que:

S5z =A(x +2)+ Bz + 1),

esta ecuacion es valida para todos los reales, la reescribimos de la siguiente manera

5z = (A+ B)x + (2A + B),

la igualdad de polinomios nos dice que: dos polinomios son iguales sélo si sus coeficientes son
iguales, es decir: 5 = A+ B y 0 = 2A+ B. Siendo este un sistema de ecuaciones de primer grado

con: A= -5y B =10.

También se pudo haber resuelto, si en esta ecuacién:

S = A(x +2) + B(z + 1),

se toma, primero x = —2, lo que nos lleva a B = 10, y luego x = —1, lo que nos lleva a A = —5,

por lo tanto:

e _ =5 10
243x4+2 x+1 x+2
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Ejemplo 5.1.b)

Comprobacién:

-5 n 10  —5(x+2)+10(x+1) —52—-10+10z+10 o5z
r+1 z+2 (x+1)(z+2) B 22+ 3z 42 224 3r+2°

Tenemos la siguiente fraccién:

z+1 z+1 A B

202 +3z -2  (x+2)(2z—1) x+2+2x—1'
Queremos investigar si es posible escribirla de esta manera, para lo cual debemos encontrar A, B

que nos permitan hacer ésto, veamos:

xz+1 B z+1 A B A2z —1)+ B(z +2)

21 3r—2 @4r—1) 242 1412 @+2@e-1)

de aqui se concluye que:

x+1=A2z—-1)+ Bz +2),

esta ecuacién es valida para todos los reales, la reescribimos de la siguiente manera

r+1= 24+ B)z+ (—A+2B),

la igualdad de polinomios nos dice que: dos polinomios son iguales sélo si sus coeficientes son

iguales 1 =2A+ By 1 =—A+ 2B, siendo este un sistema de ecuaciones de primer grado con
1 3

A=—-yB=-—.
57775

También se pudo haber resuelto, si en esta ecuacién:

z+1=A2zx—-1)+ Bz +2),

1 3 1
se toma, primero r = > lo que nos lleva a B = 5 y luego £ = —2, lo que nos lleva a A = R

por lo tanto:

1 3
z+1 5 n 5
202 +3x -2 x+2 x+2
Comprobacién:
1 3 1 3 2 3 1 6
- 2 2 -1+ 2@ +2) otz 4o
5 . _5 _ g UHge+d) grdgrogty a4
r+2 2x-—1 (z+2)(2z —1) 202 + 3z — 2 222 + 3z — 2
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Ejemplo 5.1.c) Tenemos la siguiente fraccién:

1022492 — 7 1022 4+9z — 7 A B C

@+ 1) @iD@t@—1) 242 241 z-1
Queremos investigar si es posible escribirla de esta manera, para lo cual debemos encontrar

A, B, y C apropiadas, haciendo un poco de algebra llegamos a:

1022 + 92 —7T=A(x +1)(z — 1) + Bz + 2)(x — 1) + C(x + 2)(z + 1),

esta ecuacién es valida para todos los reales, la reescribimos de la siguiente manera

1022+ 92 —7T=A@? - 1)+ Ba®>+2—-2)+C(z* + 3z +2) =

=(A+B+0C)2*+ (B+3C)z+ (—A—2B +2C),
la igualdad de polinomios nos dice que: dos polinomios son iguales sélo si sus coeficientes son
iguales
10=A+B+C,9=B+3Cy, —7=—-A—-2B+2C

siendo este un sistema de ecuaciones de primer, grado con A =5, B=3y C = 2.

También se pudo haber resuelto, si en la ecuacién:

102+ 92— 7= Az + 1)(x — 1)+ Bz +2)(x — 1) + C(x + 2)(x + 1),

se toma, primero x = —2, lo que nos lleva a A =5, y luego x = —1, lo que nos lleva a B=3y

por ultimo, z = 1, lo que nos lleva C = 2, por lo tanto:

1002492 -7 5 L8 L2
(r+2)(22-1) z+2 2+1 z-1
Comprobacion:
5,03 2 5@ -1 43E (e - D2Art @ +l)
r+2 z+1 xz-1 (z+2)(z+1)(z—1) B

5x2—5+3$2+3x—6+2x2+6x+4_ 102249z — 7
(x+2)(z2-1) - (x+2)(x2-1)
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Ejemplo 5.1.d) Tenemos la siguiente fraccién:

5x2—36x+48_é+ B . c
r(x—4)2  x r—4 (x—4)2

Queremos investigar si es posible escribirla de esta manera, para lo cual debemos encontrar

A, B, y C apropiadas, haciendo un poco de algebra llegamos a:

512 — 361 + 48 = A(x — 4)> + Bx(z — 4) + Cu,

5x? — 362 + 48 = A(x? — 8z + 16) + B(z? — 4z) + Cu,

52% — 36z + 48 = (A+ B)2® 4+ (—8A — 4B + C)x + 16 A,
la igualdad de polinomios nos dice que: dos polinomios son iguales sélo si sus coeficientes son
iguales
5=A+B, -36=-84—-4B+(Cy, 48 = 16A

siendo este un sistema de ecuaciones de primer grado con A =3, B=2y C = —4.

También se pudo haber resuelto, si en la ecuacion:

512 — 361 + 48 = A(x — 4)*> + Bx(x — 4) + Cu,

se toma, primero x = 0, lo que nos lleva a A = 3, y luego x = 4, lo que nos lleva a C = —4 y
por ultimo, x = 1, lo que nos lleva a la siguiente ecuacién: 5 — 36 + 48 = 27 — 3B — 4, donde

B =2, por lo tanto:

5w2—36x+48_§+ 2 n —4
vz —4)?2 oz x—-4 (z-—4)2
Comprobacion:
§+ 2 N -4 3@ —4)?+2(r—4) -4z
r -4 (r—4)2 x(x —4)2 N

- 322 — 24x + 48 + 222 — 8z — 4z - 522 — 36x + 48
N x(x —4)2 - p(r—4)2
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Ejemplo 5.1.e) Tenemos la siguiente fraccién:

5x2 + 8z + 21 A Bxr+C

(x+1)(2?2 4+ =+ 6) :L'+1+:E2+:L'+6

Queremos investigar si es posible escribirla de esta manera, para lo cual debemos encontrar
A, B, y C apropiadas, haciendo un poco de algebra llegamos a:
522 4+ 81 +21 = A(z* + x +6) + (Bx + C)(z + 1),

esta ecuacién es valida para todos los reales, la reescribimos de la siguiente manera

502 +8r+21 = (A+ B)2* + (A+ B+ C)z + (6A+C)

la igualdad de polinomios nos dice que: dos polinomios son iguales sélo si sus coeficientes son

iguales

5=A+B,8=A+B+Cy, 21 =6A+C

siendo este un sistema de tres ecuaciones de primer grado con tres incognitas, y: A =3, B =2

y C' = 3, por lo tanto:

522 4 8x + 21 3 2z + 3

(x+1)(22+2+6) x+1+x2—|—x+6

Comprobacion:

3 20+3  3(@*+z+6)+ (2z+3)(z+1)

m+1+x2x—|—6: (x4 1)(2?2 4+ 2+ 6) B
30 +3r418+222 422 +3x+3  52? +8r+21
N (x+1)(2?2 4+ 2+ 6) (x4 1)(z2 + 2 +6)

Ejemplo 5.1.f) Tenemos la siguiente fraccién:

haciendo la divisiéon primero llegamos a:
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r A B
22—-1 a+41 z-1

de donde resulta

v =A(x—1)+ Bz +1),

con A = % y B= %, por lo tanto:

1 1
a? 2 2
xz—l_x+x+1+x—1
Comprobacién:
1 1 2 1 1
pp 2 42 :x(m —1)—|—§(x—1)+§(x—|—1):
z+1 z-1 (x+1)(z—-1)
x3_x+lx_1+1m+l
_ 2" 99"y a?
22 —1 22 —1°
2?4+ 8z —2

Ejemplo 5.1.g) Tenemos la siguiente fraccién: NCETE

haciendo el siguiente cambio de variable y = x + 4.
(y—4*+8y—4)-2

(y—4+4)3

_ Y18

==

1 18

y oy

22+ 8x —2 1 18

(z+4)3  z+4 (z+4)3

Comprobacién:
1 18 (x+4)2—18 2>+8x+16—18 22+ 8z —2
r+4 (4P (w+ 4 (x+43 (x+4)p

5.2. Ejercicios

Realice la descomposicién en fracciones parciales de las siguientes divisiones:

8r — 2

5.2.a) po Rp—E
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5.2.b)
5.2.¢)

5.2.d)

5.2.e)

5.2.f)

5.2.¢)

5.2.h)

5.2.0)
5.2.j)

5.2k)

5.2.1)

5.2.m)

r — 34
x2 —4r —12°

3z
x3—1
12 + 11
22—z —6

422 — 152 — 1
(z—1)(z+2)(z+3)
322 —8x+9

(-2

323 + 1022 + 27x + 27
z2(z + 3)?

522 + 8z + 21
(2 +2+6)(x+1)

53 +4a% + 7w + 3
(22422 +2) (22 — 2 — 1)

x

22 — 3z — 18"
x

z2 - 16

723 + 1622 + 20z + 5
(22 4 2z + 2)?

42% — 28
zt+ 22 -6
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6. Teoria de ecuaciones

Sea:

apx” + a1z Va2 4+ -+ ap_1z+a, =0,

con ag diferente de cero. Donde n es un nimero natural y ag, aq, - - an, son numeros reales, sélo este tipo de

ecuaciones nos interesan.

6.1. Teorema del resto

Sea f(x) un polinomio:

f(2) = apz™ + a12™t +agz" 2+ -+ ap_12 + ap,

con qag diferente de cero. Donde n es un nimero natural y ag, aq, - - a,, son numeros reales, sélo este tipo de

polinomios nos interesan.

Teorema del resto: Si r es un nimero real y se divide el polinomio f(x) por x — a, el resultado es un polinomio

¢(z), de un orden inferior en 1 a f, més el resto o residuo R que viene dado por f(a).

Prueba: Escribimos f(x) = (z —r) *c(x) + R y luego evaluamos en = = r: f(r) = (a —a) *x¢(r) + R, por lo tanto

el resto es R = f(r).

6.1.1. Ejemplos

Ejemplo 6.1.1.a) La siguiente divisién se puede hacer por divisién algebraica, comin y corriente, o sintética.

223 — 322 — 2 +8 4 22z +1) -bx(z+1)+4(x+1)+4

=222 —bx 44 =

z+1 S z+1
_2z3+2z2—5x2—5x—|—4x+4+4_2x3—3x2—x—|—8
- z+1 o r+1 '

4
En el término T al 4 de esta fraccion se le llama resto, que también pudo obtenerse
x

aplicando el teorema del resto, x —r = x+1, por lo tantor = =1,y f(—1) = —2—3+14+8 =4.
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Hagamos la divisién sintética, observando que el ultimo 4 corresponde al residuo:

2 -3 -1 8
-1 -2 5 A4
2 -5 4 4

Ejemplo 6.1.1.b) La siguiente divisién se puede hacer por divisién algebraica, comin y corriente, o sintética.

223 + 322 — 18z — 4 -12  22%(z—2) + Tw(z —2) —4(z — 2) — 12

=222 +7x—4 =

T —2 v +x—2 Tz —2
_2x3—4m2+7m2—14x—4x+8—12_2x3+3x2—18x—4
h T —2 B x—2 '

En el término

—12
57 al —12 de esta fraccién se le llama resto, que también pudo obtenerse

aplicando el teorema del resto, x—r = x—2, por lo tantor = 2,y f(2) = 16+12—36—4 = —12.

Hagamos la divisién sintética, observando que —12 corresponde al residuo:
2 3 -18 -4
2 4 14 -8
2 7 -4 -12

Ejemplo 6.1.1.c) La siguiente divisién se puede hacer por divisién algebraica, comin y corriente, o sintética.

223 — 322 — 2 +38 4 22%(x+1)-bx(z+1)+4(z+1)+4

=2z% —bx 44 =

z+1 v v +x+1 z+1
_2x3+2x2—5x2—5x+4x+4+4_2x3—3x2—x+8
a r+1 - r+1 '

4
En el término Pt al 4 de esta fraccion se le llama resto, que también pudo obtenerse
x

aplicando el teorema del resto, x —r = x+1, por lo tantor = —1,y f(—1) = —2—3+1+8 = 4.

Hagamos la divisién sintética, observando que el 1iltimo 4 corresponde al residuo:

2 -3 -1 8
-1 -2 5 A4
2 -5 4 4
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Ejemplo 6.1.1.d) La siguiente divisién se puede hacer por divisién algebraica, comin y corriente, o sintética.

4 4.3 72 , 3(p—3) — 22(p —3) — _3) _8(r —
x* — 4z 7x+22x+24:1}57$2710x78+ 0 z?(x —3) —a*(x — 3) — 10z(x — 3) — 8(x — 3)

r—3 CL’—3: z—3
a2t =32 — 22+ 322 - 10224302 — 8z + 24zt —4xd — Tax® + 222+ 24

z—3 z—3

0
En el término 3 al 0 de esta fraccion se le llama resto, que también pudo obtenerse

aplicando el teorema del resto, z—r = x—3, por lo tantor = 3,y f(3) = 81—108—63+66+24 =

0, como el resto o residuo es 0, se dice que x = 3, es una raiz del polinomio.

Hagamos la division sintética, observando que el 0 corresponde al residuo, por lo tanto x = 3
es una raiz de este polinomio.
2 -4 -7 22 24
3 3 -3 -30 -24

Ejemplo 6.1.1.e) Hagamos la siguiente divisién en forma sintética, donde claramente se ve que 1, es el resto.

32® — 4z* — 52® — 8z + 25

1
=32+ 2% — 22— 20— 124+ ——

x—2 T —2
B3tz —2)+ 223 (2 - 2) — 2% (@ —2) — 2z(z —2) — 12(z — 2) + 1
B T —2
~ 3x% — 6zt + 22t — 42 — 2?4207 — 27 44— 120+ 2441
N r—2
_3x5—4x4—5x3—8x+25
B x—2 ’

3 4 5 0 -8 25
2 6 4 -2 -4 -24
3 2 -1 -2 -12 1

Usemos el teorema del resto, z—r = £—2, por lo tanto r = 2,y f(2) = 96—64—40—16+25 = 1.

Ejemplo 6.1.1.f) Encontrar el resto de la siguiente fraccién:

623 + 22 +3x+5
2c+1

dividiendo arriba y abajo entre 2,
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2
308 4 L 3,0

2 T 2 2 haciendo la divisién sintética
xr + 5
3 1/2 3/2 5/2
~1/2 —3/2 1/2 -1
3 -1 2 3/2
1 -1 1 1 3 -1 5
M) =g e ity s ¥y
—1 -3 1 -6 20 3
)= *tst5 573

6.1.2. Ejercicios

Dividir cominmente y sintéticamente, encontrar el resto, hacer los quebrados hasta llegar a la fraccién original.

mr*4+md —m?+5

6.1.2.a)

m—4
6.1.2.b) x5+3x4—2x3+4x2—2x+2.
z+3
5 _-92a%4+2a—4
6.1.0.0c) LA

a—>5

6.2. Ecuaciones de grado n

La ecuacion:

apx + a1 =0,

tiene solucién unica, es decir una sola raiz 1 = —aq/ag y es real, a este tipo de ecuaciones se les llama ecuaciones

lineales.

La ecuacion:

aom2 + a1z + ay =0,

se le llama de segundo grado o cuadratica, y tiene dos raices, que pueden ser complejas o reales, si son complejas

entonces seran 1 = a + b y su conjugada compleja xo = a — ib. Si son reales pude ser que sean irracionales
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o racionales, si son irracionales serdn de la forma z1 = a + Vb y 22 = a — Vb, de acuerdo sea el grado de la

ecuacion, sera el nimero de raices que tenga, pero si el grado es impar, entonces la ecuacién tendra al menos

una raiz real.

6.2.1. Ejemplos

Ejemplo 6.2.1.a)

Ejemplo 6.2.1.b)

Sea:

22— —12=0,

esta ecuacién es de segundo grado o cuadratica, la podemos resolver usando la férmula general,
factorizandola, traficindola, etc, etc. Pero la vamos a resolver primero de manera diferente,
vemos que +1,+2 43, +4, +6,+12, son los divisores de 12, entonces estas son las posibles
raices reales enteras, hay que probar una a una, no tiene por fuerza ser alguna de ellas, s6lo
son posibilidades, vemos que x7 = 4, me convierte esta ecuaciéon en una igualdad, por lo tanto

es una raiz.

Ahora dividamos, ambos miembros de la ecuacién por x — 4:

2 —x—12  (z—4)(xz—3)
r—4 x—4

=z+3=0,

por tanto x = —3, también es raiz.

(x—4)(z+3)=2>-2-12=0

es decir tomando los negativos de las raices, y haciendo este producto llegamos a nuestra

ecuacion original.

Sea:

J:Z—i—x—l—l:O,

nuevamente esta es una ecuacion cuadratica, los posibles divisores de 1, son +1, y vemos que
no satisfacen la ecuacién, de hecho ningin numero real satisface esta ecuacién, intentemos

resolverla:
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sumemos en ambos lados %

1 3
2
=1 o
x+x+4 +4 1
3
72:_
(x+2) 1
3
=4
T+ 1
1 -3 V3
nETytY T Tty
1 -3 1 V3.
Tog=—= —\/—=—=——1
2 2 4 2 27

nuevamente haciendo el producto siguiente, tomando el negativo de las raices:

1 3 1 3
(x+§—§i)(x+§+§i)=o
1., \/3,2

2o (X2h2 =9
($+2) (22) )
P +r+1=0,

obtenemos nuestra ecuacién inicial.

Ejemplo 6.2.1.c) Sea

22-2x-1=0

-2 =1

22 —2r+1=1+41

(x—1)*=2
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r—1=4V2

r=1++2,

x1:1+\/§yX2:1—\/§,

haciendo el siguiente producto:

(r—1-Va)(x—1+v2) = (2~ 1)* - (vV2)* =0

22 —2x-1=0

Ejemplo 6.2.1.d) Férmula general cuadratica:

ar’ +br+c=0,

donde a, b, ¢, son niimeros reales.

b .o b2 — dac
(@ + 27> T 4a?
b b? — dac
~ 4
T 2a 4a?
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Ejemplo 6.2.1.e) Vamos a resolver la siguiente ecuacién cuadrética de varias maneras, s6lo con fines didécticos.

Sea:

2242 -3=0

1) Factorizacién:

(z—-1)(z+3)=0
por lo tanto z; =1y 29 = —3.

11) Las posibles raices enteras son los divisores de 3, es decir £1, 43, probando todas ellas

vemos que 1, —3 son las raices. Hacemos la siguiente division ya sea la comin o division

sintética.
2422 -3
rTH2e—9 =2+3=0,
z—1
por lo tanto z1 = 1y z9 = —3.
1) Completando el binomio cuadrado perfecto.
2 420 =3

22 4+22+1=1+3

(r+1)*=4
r+1=4V4
r=—142,

por lo tanto z1 =1y xo = —3.

1v) Por tltimo vamos a usar la férmula general:

22 4+2:-3=0

Aqui a =1,b =2,¢c = —3, sustituyendo estos valores
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T

—24/22-4(1)(-3)  —24+16 —2+4 Lo
B 2(1) 2 2 T

por lo tanto z1 =1y zo = —3.

Ejemplo 6.2.1.f) Sea:

3+ 222 — 11z — 12 =0,

esta ecuacion es de tercer grado, por ser el maximo exponente de la x, de esta manera debe
de tener tres raices, y por ser impar, debe de poseer al menos una raiz real, asi puede tener
tres raices reales, o bien una real y dos complejas, a 4+ tb y a — b, es decir su compleja y su
conjugada. Las posibles raices reales racionales, serdn; +1,£2,+3, +4, £6,+12, es decir los

divisores de 12, puede ser el caso que: y es el mas general que ninguna de ella sea raiz.

Por simple inspeccién probamos para +1 y luego para —1 y vemos que —1 es raiz, por con-
vertirnos la ecuacién en una igualdad. Ya tenemos la primera raiz, por division sintética o
division comun, llegamos a:

34222 — 11z — 12
v i =2 4+2-12=(z—3)(z+4) =0,
r+1

1 2 -11 -12
-1 -1 -1 12
1 1 -12 0

de donde se concluye que:

Ty = _1ax2 = 3,3?3 = _4a

el orden es lo de menos. Ahora formemos el siguiente producto:

(x+1)(x—-3)(x+4)=0

22+ 222 — 11z — 12 =0,

es decir tomamos el negativo de cada raiz.

43



Ejemplo 6.2.1.g) Sea:

203 422 —Tx —6 =0,

nuevamente esta ecuacién es de tercer grado o cubica, por lo tanto debe tener tres raices, y
por ser impar, debe de poseer al menos una raiz real, asi puede tener tres raices reales, o bien
una real y dos complejas, a 4+ ib y a — ib, es decir su compleja y su conjugada. Las posibles
raices reales racionales enteras, serdn los divisores de 6 es decir; +1,+2,+3,4+6. Ahora los
divisores de 2 seran +1, +2, dividamos los divisores de 6 entre los divisores de 2 y obtenemos,

+1/2,43/2. Por lo tanto las posibles racionales serdn +1, +£2, 43, +, 46, +1/2, +3/2.

Por simple inspecciéon probamos para +1 y luego para —1 y vemos que —1 es raiz, por con-
vertirnos la ecuacidon en una igualdad. Ya tenemos la primera raiz, por division sintética o

division comin, llegamos a:

2 1 -7 -6
-1 -2 1 6
2 -1 -6 O

203 + 22 —Tx —6
z+1

=2 —r—-6=(z—-2)(2x+3)=0,

de donde se concluye que:

xry = —I,IQ = 2,I3 = —3/27

el orden es lo de menos. Ahora formemos el siguiente producto:

(z+1)(z—-2)(x+3/2)=0

203 + 22 —Tx — 6 =0.

Ejemplo 6.2.1.h) Sea:

4ot +82% — 52?2 — 20 4+1=0,

Esta ecuacién es de cuarto grado, por lo que debe de tener cuatro raices, pueden ser todas
reales, o todas complejas, o bien dos reales y dos complejas, pero cuatro. Las posibles raices
reales enteras son: +1. Los divisores de 4 son +1,+2, +4, al dividir todos los divisores de 1,

entre todos los divisores de 4, llegamos a la conclusion de que las posibles raices reales racionales
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son +1/2,+1/4, de esta forma las posibles raices reales de esta ecuacién son: +1,4+1/2,+1/4.
Ni 1 ni —1 son raices de esta ecuacién. Ahora probemos con 1/2, vemos que si es rafz, por

convertirla nuestra ecuacién en una igualdad. Hagamos la siguiente division comun o sintética.

do* + 823 — 522 — 2 + 1

=423 +102%2 -2 =
=12 z° + 10z 0,

4 8 -5 -2 1
= 2 5 0 -1

4 10 0 -2 O
ya sabemos que las raices +1 no funcionan, y las tnicas posibles que quedan para esta nueva
ecuacién son £1/2; probemos 1/2 y no funciona, ahora probemos —1/2 y si funciona. Ahora

hagamos la siguiente divisién

423 + 1022 — 2
At w1007 22 e a0
x+1/2
4 10 0 -2
-1
— -2 4 2
2
4 8 A4
22 4+25—-1=0,
las raices de esta tultima ecuacion cuadratica son, x3 = —1 + V2 yayg=—1-— \/5,

por tltimo las raices de la ecuacién cuartica original son:

T =1/2, 29 =—1/2, 23 =—-14+V2, yx4 =—1—2.

Hagamos el siguiente producto:

(x—1/2)(z+1/2)(x+1-V2)(x+1+V2) =4a* +82° — 522 —20+1=0
Aqui existen dos raices irracionales de la forma a + Vb y a — Vb

Ejemplo 6.2.1.i) Sea:

325 + 2z% — 152% — 1022 + 122 + 8 = 0,
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Los divisores de 8 son; +1,4+2,+4, 48, y de 3 son +1,+3, por lo tanto las posibles raices
racionales son: +1,+2 +4 +8 +2/3,+4/3 +8/3. Vemos que 1 es raiz, hacemos la siguiente

division:

325 + 22* — 1523 — 1022 + 122 + 8

= 32* + 5z® — 102% — 20z — 8 = 0,
rz—1

esta ultima ecuacién tiene las mismas posibilidades que la original, —1 es raiz, hacemos la

divisién siguiente;

3zt + 523 — 1022 — 20z — 8

=323 4222 — 122 — 8 =0,
r+1

esta ecuacion mantiene las mismas posibilidades, pero +1, ya no son raices, r = 2, es raiz,

hacemos la siguiente divisién;

323 + 222 — 122 — 8

=322 +8x +4 =0,
T —2

factorizando

(x4 2)(3z +2) =0,
por lo tanto; £1,+2,—2/3, son las raices de esta ecuacién. Por dltimo hacemos el producto

siguiente:

(z =D+ 1)z = 2)(x+2)(x+2/3) =0

325 + 22% — 1522 — 1022 + 122 + 8 = 0,

recuperando nuestra ecuacion original.

Estas son las divisiones hasta llegar a una cuadrética:

3 2 -1 -10 12 8
1 3 5 -10 -20 -8

3 5 -10 -20 -8 O
-1 -3 -2 12 8

3 2 -12 -8 0
2 6 16 8

3 8 4 0
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6.2.2. Ejercicios

6.2.2.a) Sabiendo que una raiz de 23 — 72 — 6 es —1, hallar las otras dos. 3, —2
6.2.2.b) Demostrar que 3 y —% son raices de 22* — x3 — 322 — 31z — 15 = 0, hallar las otras dos. —1 £ 2i
6.2.2.c) Hallar las raices de las ecuaciones siguientes, decir si son simples, dobles, triples, etc:
1) (z+3)%(x —2)3(x + 1) = 0 rafz doble —3, cuadruple —2, simple —1
1) 4z*(z + 2)*(z — 1) = 0 rafz cuddruple 0, cuddruple —2,simple 1
) (22 + 3z + 2)(2? — 42 + 5) = 0 raices simples en —1, —2, 2+
1v) (2% +4)%(z + 1)? = 0 raiz doble £2i, doble —1

6.2.2.d) Hallar las ecuaciones cuyas raices son, y comprobarlas:
I2,-3 !
) ) 2
2
m0,4,-,1
3
11 43¢, y raiz doble 2
v —1£21y2+9
6.2.2.e) Hallar las raices, de las ecuaciones siguientes, y comprobarlas:
12t 4 22% — 422 — 52 -6=0
43 —3x+1=0
r 4ot + 822 — 522 — 22 +1=0

v 5z* + 323 + 822 + 62 —4 =0
6.3. Relaciones entre las raices y los coeficientes.

= Supongamos que tenemos las tres raices de una ecuacion cubica, 1 = a, s = b, T3 = ¢, y queremos saber

cual es la ecuacién que da origen a estas tres raices, entonces hacemos el siguiente producto:

(x—a)(x=b)(x—c)=0

23— (a+ b+ c)x® + (ab + ac + be)x — abe = 0
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= Supongamos que tenemos las cuatro raices de una ecuacion de grado cuatro, x1 = a,x2 = b, x3 = ¢, x4 = d,

y queremos saber cudl es la ecuacién que da origen a estas raices, entonces hacemos el siguiente producto:

(x—a)(x=b)(x—c)(x—d)=0

z* — (a+b+c+d)z® + (ab + ac + ad + be + bd + cd)x?® — (abe + abd + acd + bed)x + abed = 0

6.3.1. Ejemplos

Ejemplo 6.3.1.a) Escribir la ecuacién cibica cuyas raices son 1, —3, —4.

Aquia=1,b=-3,¢c=—4

o’ = (1=3 = 4)2” + {(1)(=3) + ()(~4) + (=3)(=4)}z — (1)(=3)(-4) = 0

224622 +5x—12=0

O simplemente:

(x—1)(x+3)(z+4)=@*+2x—-3)(x+4) =2 +62° + 50 - 12=0

Ejemplo 6.3.1.b) Escribir la ecuacién de cuarto grado cuyas raices son 1, 3,4, —2.

Aquia=1,b=3,c=4,d= -2

ot = (1+3+4-2)2° + {(1)(3) + ()(4) + (1)(=2) + (3)(4) + (3)(~2) + (4)(-2)}2?

—{ME)ME) + ME)(=2) + (DA)(=2) + )4 (=2)}z + (1)(B3)(4)(=2) = 0

zt — 623 4+ 322 + 260 —24 =0

O simplemente:

(z—D(z-3)(z—-4)(z4+2)=(@2* -4z +3)(2? - 22 —8) =2 — 62° + 322 + 262 —24 =0
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Ejemplo 6.3.1.c) La ecuacién

Ejemplo 6.3.1.d)

523+ 2 —4=0,

la podemos escribir de la siguiente manera:

2 4
3

7_720
gy =5

de donde por simple inspeccién, vemos que la suma de sus raices es igual a 0, la suma de los
productos de sus raices tomadas dos a dos es igual a %, y el producto de las mismas es igual

a

[SIN

Dada la ecuacién 3 + 322 — 16z + k = 0, hallar el valor de k sabiendo que una de las raices

es el doble de la otra y que las tres son enteras.

Sea: a, 2a, ¢, las raices de la ecuacidn, entonces —(a+2a+c¢) =3y (a*2a+a*xc+2axc) = —16,
por tltimo —2a%c = k, tenemos por lo tanto —3a — ¢ = 3, 2a + 3ac = —16, y por ultimo

tenemos —2a?c = k

6.4. Transformacion de Ecuaciones.

6.4.1. Ejemplos

Ejemplo 6.4.1.a)

Escribir una ecuacién en y cuyas raices sean iguales a las de x> — 222+ + 3 = 0 multiplicadas

por dos.

Hagamos en esta ecuacion el siguiente cambio de variable: y = 2z, por lo tanto x = g,

Iy _9¥y2 4 ¥ 3
(3 =25+ 5 +3=0
3 2

Y Y Y _

3 24+2+3—0,

finalmente se multiplica esta ultima ecuaciéon por ocho, obteniendo,

P —4y? F4y4+24=0

49



Ejemplo 6.4.1.b) Escribir una ecuacién en y cuyas raices sean iguales a las de 23 — 22 — 172 —15 = 0, disminuidas
en 3.

Hagamos en esta ecuacién el siguiente cambio de variable: y = x — 3, por lo tanto x = y + 3,

(y+3)°3—(y+3)*—17(y+3)—15=0,

(y® +9y* + 27y +27) — (y* + 6y +9) — 17y — 51 — 15 =0,

Y2+ 8y* — 4y —48 =0

Ahora usando divisién sintética

1 -1 -17 -15
3 3 6 -33

1 2 -11 -48
3 3 15

1 5 4
3 3

1 8

Nos lleva al mismo resultado:

P48y — 4y —48 =0

Ejemplo 6.4.1.c) Escribir una ecuacién en y cuyas raices sean iguales a las de 23+ 32? + 32+ 2 = 0, aumentadas

en 1.

Hagamos en esta ecuacioén el siguiente cambio de variable: y = x + 1, por lo tanto x =y — 1,

(y—1P°+3(y—1)>+3(y—1)+2=0,

(v =3y +3y — 1) +3(y° =2y + 1) +3y —3+2=0,

> 4+1=0

Ahora usando divisién sintética
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1 3 3 2
1 1 2 1

1 2 1 1
1 14

1 1 0
1 100

1 0

Nos lleva al mismo resultado:

Y+ +0y+1=9y"+1=0

Ejemplo 6.4.1.d) Escribir una ecuacién en y cuyas raices sean el doble y aumentadas en tres de la siguiente

ecuacion:

22 —5x+6=0.

Hagamos en esta ecuacién el siguiente cambio de variable: y = 2z + 3, por lo tanto z = yT—i%’
y—3.9 . y—3 _
AP =55 +6 =0,
2
y°—6y+9 y—3 _
1 5 2 +6=0,
P16y 6
4 4 4

y? — 16y +63=0

6.4.2. Ejercicios

Transformar las ecuaciones siguientes en otras cuyas raices sean las raices de las dadas, teniendo en cuenta la

operacion que se indica:

6.4.2.a) 223 — 22 + 62 — 3 = 0; multiplicadas por 2 2 —2?2+120—-12=0

6.4.2.b) 2z* — 5 = 0; dividas por 3 1622% — 5
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6.4.2.c) 3xt + 223 — 522 + 42 — 2 = 0; con signo contrario 3zt —22% —52% —dr —2=0
6.4.2.d) 2® + 32? — 22 + 5 = 0; disminuidas en 2 23+ 922 4+ 222 +21 =0
6.4.2.e) 2% + 32% — 22 + 1 = 0; aumentadas en 2 23 =322 -22+9=0
6.5. Igualdad de polinomios

6.5.1. Ejemplos

Ejemplo 6.5.1.a) Tenemos la siguiente ecuacién:

S5z =A(x +2)+ Bz + 1),

esta ecuacion es valida para todos los reales, la reescribimos de la siguiente manera:

S5z =(A+ B)x+ (2A+ B),

la igualdad de polinomios nos dice que: dos polinomios son iguales sélo si son del mismo grado

y sus coeficientes son iguales, es decir:

A+B=5
2A+B=0
Siendo este un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incégnitas, y: A = =5y

B =10.

También se pudo haber resuelto, si en esta ecuacion:

S5 = A(x +2) + Bz + 1),

se toma, primero r = —2, lo que nos lleva a B = 10, y luego x = —1, lo que nos lleva a

A= -5.

Ejemplo 6.5.1.b) Tenemos la siguiente ecuacion:

r+1=A2r—1)+ Bz +2),
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esta ecuacion es valida para todos los reales, la reescribimos de la siguiente manera

r+1= 24+ B)z+ (—A+2B),

la igualdad de polinomios nos dice que: dos polinomios son iguales sélo si son del mismo grado

y sus coeficientes son iguales.

2A+B=1
—-A+2B=1
Siendo este un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incégnitas, y: A = 3 y
B=2
5
También se pudo haber resuelto, si en esta ecuacion:
x+1=A2x—-1)+ Bz + 2),
. 1 3 1
se toma, primero x = —, lo que nos lleva a B = R y luego x = —2, lo que nos lleva a A = 3

Ejemplo 6.5.1.c) Tenemos la siguiente ecuacién:

1002+ 92 — 7= Az + 1)(z — 1) + Bz + 2)(z — 1) + C(z + 2)(= + 1),

esta ecuacién es valida para todos los reales, la reescribimos de la siguiente manera

10224+ 92 —7T=A@@? - 1)+ B@a?4+2—-2)+Cx? 4+ 3z +2) =

=(A+B+C)a*+ (B+3C)z+ (—A—2B+20),

la igualdad de polinomios nos dice que: dos polinomios son iguales s6lo son del mismo grado

y sus coeficientes son iguales.

A+B+C=10
B+3C=9

-A-2B+2C=-7
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Siendo este un sistema de ecuaciones de tres ecuaciones de primer grado y con tres incognitas,

y:A=5 B=3yC=2.

También se pudo haber resuelto, si en la ecuacién:

1022 + 97 —7T= Az + 1)(z = 1) + Bz + 2)(z — 1) + C(z + 2)(x + 1),

se toma, primero z = —2, lo que nos lleva a A =5, y luego z = —1, lo que nos lleva a B = 3

y por ultimo, z = 1, lo que nos lleva C' = 2.

Ejemplo 6.5.1.d) Tenemos la siguiente ecuacion:

5% — 36z + 48 = A(x — 4)> + Ba(x — 4) + Cu,

5x? — 362 + 48 = A(2? — 8z + 16) + B(z? — 4z) + Cx,

5% — 362 + 48 = (A + B)a® + (—8A — 4B + O)x + 16A,

la igualdad de polinomios nos dice que: dos polinomios son iguales sélo si son del mismo grado

y sus coeficientes son iguales.

A+B=5
—8A—-4B+C =-36

164 =48

Siendo este un sistema de tres ecuaciones de primer grado con tres incégnitas, y: A =3, B = 2

y C=—4.

También se pudo haber resuelto, si en la ecuacién:

5% — 36z + 48 = A(x — 4)> + Ba(x — 4) + Cu,

se toma, primero x = 0, lo que nos lleva a A = 3, y luego x = 4, lo que nos llevaa C = —4 y
por ultimo, z = 1, lo que nos lleva a la siguiente ecuacion: 5 — 36 + 48 = 27 — 3B — 4, donde

B = 2, por lo tanto:
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Ejemplo 6.5.1.e) Tenemos la siguiente ecuacién:

522 + 82421 = A(2® + 2 +6) + (Bx + C)(z + 1),

esta ecuacién es valida para todos los reales, la reescribimos de la siguiente manera

502 +8r+21 = (A+ B)a* + (A+ B+ C)z + (6A+C)

la igualdad de polinomios nos dice que: dos polinomios son iguales sélo si son del mismo grado

y sus coeficientes son iguales.

A+B=5
A+B+C=8
6A+C =21

Siendo este un sistema de tres ecuaciones de primer grado con tres incégnitas, y: A =3, B =2

y C =3.

6.5.2. Ejercicios

En cada uno de los ejercicios, hallar los valores A, B y C para que se cumpla la igualdad dada, si se puede por

los dos métodos.

6.5.2.a) 6z +2=(A+B)x+(A—B), A=4,yB=2

6.5.2.b) 6z +9=A(x+1)+B(z—2), A=T7,yB=-1

6.5.2.c) x+2=(A+B+C)2>+ (-B+C)x—A, A=-2,B=1/2,C=3/2
6.5.2.d) 322 +6 = A(x — 1)(z +2) + Bx(x +2) + Cx(x — 1), A=-3,B=3,C=3

6.5.2.¢) 4=A(x —2)+Bx—1)(z—2)+C(x—1)?, A=-4,B=-4C=4

6.6. Método de Horner

6.6.1. Ejemplos

Ejemplo 6.6.1.a) Encontrar /3 con tres cifras decimales.
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Sea z = /3, entonces 2 = 3y 3 —3 = 0, por ser un polinomio impar debe de tener al menos
una raiz real, sea f(r) = 23 — 3 y probemos; f(0) < 0, f(1) <0, f(2) > 0, entonces como el
polinomio cambia de signo entre [1, 2], en este intervalo debe estar una raiz real. Disminuyamos

las rafces de 3 — 3 = 0 en una unidad.

1 0 0 -3
1 1 1 1

1 1 1 -2
1 1 2

1 2 3
1 1

1 3

Interpretando este resultado nos lleva a la siguiente ecuacién z3$ + 322 + 3z — 2 = 0, hagamos
fi(z1) = 23 + 322 + 321 — 2, f1(0.4) < 0y que f1(0.5) > 0, entonces como este polinomio
cambia de signo en [0.4,0.5] debe de poseer una raiz en este intervalo. Disminuyamos las raices

de 23 + 323 + 371 —2=0en 0.4.

1 3 3 -2
0.4 04 136 1.744

1 34 436 -0.256
0.4 0.4 1.52

1 3.8 5.88
0.4 0.4

1 42

Interpretando este resultado nos lleva a la siguiente ecuacién z3 + 4.223 + 5.8825 — 0.256 = 0,
hagamos fa(z2) = 3 + 4.22% + 5.8879 — 0.256, f2(0.4) < 0 y que f2(0.5) > 0, entonces
como este polinomio cambia de signo en [0.04,0.05] debe de poseer una raiz en este intervalo.
Disminuyamos las raices de z3 + 4.223 + 5.88x2 — 0.256 = 0 en 0.04. Ignorando el término
cubico y cuadratico de esta ultima ecuacion obtenemos 5.88x2 —0.256 = 0 de donde x5 ~ 0.04.

Disminuyamos las rafces de z3 + 4.223 + 5.8875 — 0.256 = 0 en 0.4.

1 4.2 5.88 -0.256
0.04 0.04 0.1696 0.2420

1 424 6.0496 -0.0140
0.04 0.04 0.1712

1 4.28 6.2208
0.04 0.04

1 4.32
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Ejemplo 6.6.1.b)

Interpretando este resultado nos lleva a la siguiente ecuacién 3 +4.32623 +6.238023 —0.0015 =
0, Ignorando el término cibico y cuadratico de esta ultima ecuacién obtenemos 6.2380x3 —

0.256 = 0 de donde _0.002 ¢/3 ~ 1.442. f(1) = —2, f(1.4) =, f(1.44) =, f(1.442) =,....

Hallar una raiz positiva de x3 — 222 — 22 — 7 = 0, las posibles raices racionales son z = +7
las ensayamos y vemos que ninguna satisface la ecuacién. Por ser un polinomio impar posee
una raiz real, sea f(x) = 2% — 222 — 22 — 7. Por tanteo se toma f(0) <0, f(1) <0, f(2) <0,
f(3) <0, f(4) > 0, entonces como el polinomio cambia de signo entre [3,4], en este intervalo

debe estar una raiz real. Disminuyamos las raices de 23 — 222 — 22 — 7 = 0 en tres unidades.

1 -2 -2 -7
3 3 3 3

11 1 -4
3 3 12

1 4 13
3 3

1 7

Interpretando este resultado nos lleva a la siguiente ecuacién z3 + 722 + 13z —4 = 0, hagamos
fi(z1) = 23 + 323 + 321 — 2, £1(0.2) < 0y que f1(0.3) > 0, entonces como este polinomio
cambia de signo en [0.2,0.3] debe de poseer una rafz en este intervalo. Disminuyamos las raices

de 23 + 723 + 1327 —4 =0 en 0.2.

1 7 13 -4
0.2 0.2 1.44 2.888

1 72 1444 -1.112.
0.2 0.2 1.48

1 74 1592
0.2 0.2

1 76

Interpretando este resultado nos lleva a la siguiente ecuacién 3 + 7.622 +15.92x5 — 1.112 = 0,
hagamos fa(2s) = 3 + 4.223 + 5.88w5 — 0.256, f2(0.06) < 0 y que f2(0.07) > 0, entonces
como este polinomio cambia de signo en [0.06,0.07] debe de poseer una raiz en este intervalo.
Disminuyamos las raices de z3 +7.623+15.9222 —1.112 = 0 en 0.06. Otra forma de llegar a esto
ignorando el término ctbico y cuadratico de esta tltima ecuacién obtenemos 5.88x2—0.256 = 0

de donde x5 ~ 0.06
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1 76 15.92 -1.112
0.06 0.06 0.4596  0.982776

1 7.66 16.3796 -0.129224
0.06 0.06 0.4632

1 772 16.8428
0.06 0.06

1 778

Interpretando este resultado nos lleva a la siguiente ecuacién zj + 7.782% + 16.8428x3 —
0.129224 = 0, Ignorando el término cibico y cuadratico de esta ultima ecuacién obtene-
mos 16.8428z5 — 0.129224 = 0 de donde z3 = 0.007 = ~ 3.267. f(3) =, f(3.2) =, f(3.26) =,
£(3.267) =,....

6.7. Las n raices de la unidad

Resolver:
22 4+ 1 =0, Tratemos de resolver esta ecuacién de otra manera, pasémonos al campo de los complejos.

2241 =0, como es cuadratica posee dos raices, en este caso ambas son complejas.

22=e" s £ =0,1,2,...
L2 — pi(l+2k)m

. (142K
z = 67’(72)7"
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k=0 zlzeifzcosg—i—iseng:O—&—i:i

- 37 . . .
k=1 ZQZBZTZCOS%ﬁ*ZSGH%T:O*Z:*Z
Resolver:

2% + 1 = 0, Tratemos de resolver esta ecuacién de otra manera, pasémonos al campo de los complejos.

0.54

-0.5

23 +1 =0, como es ciibica al menos posee una raiz real.

2 =-1

23 — Tt

23 =e™x1

22 =M x| =0,1,2,...
23 — ei(142k)m
. (142K

z:ez%ﬂ'

. 1 V3
_ AT Ty T S e
k=0 zlfesfcosg+zsen3f2+12

- 37 .
k=1 zg=¢€"3 =cosm+isenmt=—-1+0=-—1
_ _ i BT 54_7_-\/§
k=2 Z3—63—C053+256n3—2 22
Resolver:

0.

5

Y (i E
aden 272
0-180° |
(_1’92‘:1 —65. 0" :oys
L 0=3007"] "
e
o 5
2772
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z* 4+ 1 = 0, Tratemos de resolver esta ecuacién de otra manera, pasémonos al campo de los complejos.

2241=0
2 =-1
242671'1'

2t =e"x 1
A =emxe?m k=0,1,2,3...

4 _ i(142k)m

z
Z:ei(1+42k)7r
Yy
..... | RPN
z, Tl 2y
o V2 V2 ® §
k=0: =e'1 = T4 T =" 45—
21 e'a cos 7 +zsen4 5 +1 2 o5 :
x . —V2 V2 3
k=1: 22:63’1:(305%4&5611%{:%4&% ; :
x 2 V2 : ; , X
k=2: Z3zeszZ:COS%+Z‘SGH%:—§—Z§ - -05 o 05 1
. , 2 V2 B :
k=3: Z4=e7lI:cos%”+zsen%":§—z% 0.5
® °
Z Z
3 U e 4

Resolver:

" + 1 = 0, n Es un niimero natural tratemos de resolver esta ecuaciéon de otra manera, pasémonos al campo

de los complejos.

Z"+1=0
2" =-1
Zn:em'

r=e""x1l=

M=ex ek £ =0,1,2,...
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o — i(14+2k)T

= (142k)

zZ =€ n = COSs

Resolver:

20 = 27

20 =2e™ x 1

=emxe?m ok =0,1,2,...
i(142k)m

2% =2¢

— e 0tk \‘Vi(cos (1+62k)7r+isen (1+62k)7r)

+

I 2ol =
~.
N

cos & +isen %) = v/2(
cos T +isen ) = v/2(
29 = \Gﬁeisﬁw = V/2(cos 5 + isen 3F) = V2(—

°ul%

N
.
I
8%
||
g %
[\~} [\}
~.
N—
S
[\~]
~.

_|_

2| Sl
\

25 = V2675 = ¥/2(cos LT 4 jsen 1T) = §/2(
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7. Conjuntos

En esta seccidon vamos a tratar de llevar todo lo que hablamos cotidianamente a una forma matematica, en eso

esté el meollo.

Conjunto: son una serie de objetos que poseen una caracteristica en comun bien definida. Se denotaran los
conjuntos por letras mayusculas, A, B, C,--- X, Y, Z, y los elementos pertenecientes a ellos por letras mintsculas,

a,b,c,---x,y, z, tratemos de poner esto en forma matemaética.
A = {z|x tenga tal caracteristica}, y se leé asi: Sea A el conjunto de elementos z, tal que z tenga tal caracteristica.

B = {z|z sea una vocal}, y se leé asi: Sea B el conjunto de elementos z, tal que x sea una vocal, B = {a, e,i,0,u},

a € B, es decir a esta contenido, pertenece, es elemento de B.

C = {z|x sea un nimero bonito}, y se leé asi: Sea C el conjunto de elementos z, tal que x sea un ntimero bonito,

este es un ejemplo de algo que no puede ser conjunto, la propiedad estd bien definida, bonito; pero, {para quien?

X = {z|x sea un niimero natural menor que cuatro}, X = {1,2,3}, 2 € X, es decir 2 estd contenido, pertenece,

es elemento de X.

Y = {z|z = n,n > 5,n es un ndmero par natural}, ¥ = {6,8,10---}, 7 ¢ Y, m no es elemento de Y, No

pertenece a Y, no estd contenido en Y, no estd dentro de Y, este es un ejemplo de un conjunto infinito.
Z = {x|r = n? n es un nimero natural}, Z = {1,4,9,16--- }, este es otro ejemplo de un conjunto infinito.
F={z]2? + 22 —8 =0, (z — 2)(z +4) = 0} = {2, -4}, este conjunto consta de solo dos elementos.

G = {z]|2? = 4,  es impar } = {} = @, conjunto nulo, conjunto vacio, conjunto sin elementos.
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7.1. Operaciones con conjuntos

Pertenencia: a € A, si a es elemento
de A, si a estd contenido en A, si a

pertenece a A , si a estd dentro de A:

A={z|ze A}

No pertenencia: a ¢ A, si a no es ele-
mento de A, si a no estd contenido en
A, sia no pertenece a A, si a no estd
dentro de A:

A ={z | x ¢ A}, a este conjunto se le

llama “Complemento de A”.
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La union de A y B contiene a todos los

elementos de A que no estdn contenidos

en B, mas todos los elementos de B que

no estan contenidos en A, mds todos los

elementos comunes a A y B contados

una sola vez:

AUB={x|z€ A, oz € B}.

Definimos el conjunto Universo o Uni-
versal U como:

U=AUA' ={z|zedoxec A}

La interseccion de A y B contiene sélo
los elementos comunes a A y B:

ANB={z|z € A, yx € B}.
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La resta de conjuntos A — B contiene
sélo a los elementos de A que mo son

comunes a B:

A-B=AnB ={zxe€ Ayuzx ¢ B}.

Ejemplo:
Si A=1{1,2,3,4} y B=1{2,5}, entonces AN B = {2}, porque 2€¢ Ay 2€ B, AUB =1{1,2,3,4,5}, el 2 no se
cuenta dos veces, A— B=ANB ={1,3,4}, B— A=BnA = {5}.

7.2. Tipos de conjuntos

Conjunto vacio es un conjunto que carece de elementos, y se denota por: @ = {}

Tgualdad de conjuntos: Se dice que dos conjuntos A y B, son iguales A = B, si cada elemento contenido en A,

es también elemento de B, y viceversa.
Conjuntos finitos: Se dice que un conjunto es finito si posee un nimero finito de elementos.
Conjuntos infinitos: Se dice que un conjunto es infinito si posee un nimero infinito de elementos.

Subconjunto: Se dice que A es subconjunto de B, A C B, si todo elemento de A, también es elemento de B es

decir: si z € A implica que x € B.

Subconjunto propio: Se dice que A es subconjunto propio de B, A C B, si A C By A # B. Todo conjunto es

subconjunto de si mismo, A C A

Conjunto universal o universo: Se denotard por la letra mayuiscula U

2 M

Conjunto potencia: Todos los subconjuntos de un conjunto M, se llama conjunto potencia de M, incluido

el conjunto vacio .

Sea M = {a,b,c, }, entonces 2™ = {{a}, {b},{c}, {a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}, D}, aqui el nimero de elementos

de M es 3, por lo tanto el nimero de elementos de 2, serd de 23
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7.3. Leyes para el algebra de conjuntos

Leyes conmutativas

1.-AuB=BUA 2-ANB=BNA

Leyes asociativas

3-AU(BUC)=(AUuB)UC 4- An(BnC)=(AnB)NnC

Leyes distributivas

5- AU(BNC)=(AuB)N(AUC) 6-AN(BUC)=(ANB)UANC)
T-AUO=A 8-ANO =0

9-AUU=U 10-ANnU=A4A

11- AUA=A 12-ANnA=A

Leyes para los complementos

13- AUA' =U 14-ANA' =0 15-U' =0
16- Q' =U 17- (AY =A

Leyes de De Morgan

18- (AUB) =A'NnB’ 19- (AnB) =A"UB
Leyes para la diferencia de conjuntos

20-A-B=ANnpB 21-U—-A=A

7.4. Algunas demostraciones utiles

7.4.1) Probar que A —U = 0:
A-U=AnU'=4Nn0 =0.
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7.4.2) Probar que A — 0 = A:
A-0=ANQ'=ANnU = A.

7.4.3) Probar que @ — A= 0:
OD-—A=0NnA=0.

7.4.4) Probar que A—A=0:
A—A=ANnA =0.

7.4.5) Probar que A— (B—C)=(A—B)U(ANC):
A—(B-C)=ANn(BNC"Y = An(B'U(C"))=AN(B'UC) = (ANB)U(ANC)=(A-B)U(ANCQC).

7.4.6) Probar que AU(B—-C)=(AUB)—(C— A):

AU(B-0C)=AU(BNC)=(AUB)N(AUC) = (AUB)N(ANC') =
=(AUuB)N(AUC) =(AUB)N(CUA"Y =(AUB)— (C - A).

7.4.7) Probar que (ANB)U(ANB') = A:

(ANB)U(ANB)=An(BUB')=ANU = A.

7.4.8) Probar que (ANB)U(ANB)U(A'NB)=AUB:

(ANB)U(ANBYUA NB)=AUA'NB)=(AUA"YN(AUB)=UN(AUB)=AUB.

7.4.9) Probar que AN(AUB) = A:

AN(AUB) = (AUQ)N(AUB) = AU(ANQ) = AUQ = A.

7.4.10) Probar que AU(A'NB)=ANB:

AU(A'NB)=(AuA)N(AUB)=UN(AUB)=AUB.

7.5. Numero de elementos de un conjunto

n(A) representa el nimero de elementos del conjunto A.
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Sean A y B dos conjuntos que no tienen ele-
mentos en comun; a este tipo de conjuntos se

les conoce como “conjuntos disjuntos”, por lo

cual ANB =0, n(AUB) =n(A) + n(B).

Cuando A y B no son conjuntos disjuntos:

n(AUB) =n(A)+n(B) —n(ANB).

Para tres conjuntos no disjuntos:

n(AUBUC) = n(A) +n(B) + n(C)—

—n(ANB) —n(ANC)—

—n(BNC)+n(AnBNC).

7.5.1. Ejemplos

Ejemplo 7.5.1.a) Si n(A4) =30, n(B) =40 y n(AN B) = 15, calcule n(A N B).

—.
ey
‘H

e

n(B)

(A NBNC)




La respuesta es directa,

utilizando nuestra formula

antertor,

n(AUB) =n(A)+n(B) —n(ANB)

= 30+40 — 15 = 55.

Ejemplo 7.5.1.b) Un jefe de publicidad entrevisté a 2000 personas para apreciar los efectos de tres programas

radiales, n(U) = 2000, y obtuvo los siguientes resultados:

580 personas escuchaban el programa A, n(A) = 580.

840 personas escuchaban el programa B, n(B) = 840.

920 personas escuchaban el programa C, n(C) = 920.

260 personas escuchaban el programa A y B, n(4A N B) = 260.

220 personas escuchaban el programa A y C, n(ANC) = 220.

300 personas escuchaban el programa B y C, n(B N C) = 300.

100 personas escuchaban el programa A, By C, n(ANBNC) = 100.
Preguntas:
a) ¢ Cudntas personas escuchaban sélo el programa A7,

s6lo el programa B?, ;s6lo el programa C?

b) ;Cudntas personas escuchaban sélo los programa A y B?,

.s0lo los programa A y C?, ;sélo los programa B y C?
c¢) ;Cuéntas personas escuchaban el programa B, el C, o ambos?
d) ;jCudntas personas escuchaban uno de los tres programas?

e) ;Cudntas personas no escuchaban ninguno de los tres programas?
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Respuestas:

340

\ — /

a) Solo el programa A: n(AN B’ ' NC"), de la Figura, se ve que:

n(ANB' NC")=n(A) —n(ANB)—n(ANC)+n(ANBNC)

= 580 — 260 — 220 + 100 = 200.

Sélo el programa B: n(A’ N BN C'), de la Figura, se ve que:

n(A'NnBNC")=n(B)—n(ANB) —n(BNC)+n(ANBNCO)

= 840 — 260 — 300 + 100 = 380.
Sélo el programa C: n(A’ N B’ N C), de la Figura, se ve que:

n(A'NB' NC)=n(C)—n(ANC)—n(BNC)+n(ANBNC)

=920 — 220 — 300 + 100 = 500.

b) Sdlo los programas A y B: n(ANBNC') =n(ANB)—n(ANBNC)=260— 100 = 160.
Sélo los programas Ay C: n(ANB'NC)=n(ANC)—n(ANBNC) =220 - 100 = 120.
Sélo los programas By C: n(A’'NBNC)=n(BNC)—n(ANBNC)=300—- 100 = 200.

c¢) El programa B, C o ambos: n(BUC) = n(A) +n(B) —n(ANB) = 840+ 920 — 300 = 1460.

d) Al menos uno de los tres programas:
n(AUBUC) =n(A) +n(B)+n(C)—n(ANB) —n(ANC)—n(BNC)+n(ANBNC)

= 580 + 840 4 920 — 260 — 220 — 300 + 100 = 1660.

e) Ninguno de los tres programas n(A'NB'NC") =n(U) —n(ANBNC) = 2000 — 1660 = 340.
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7.5.2. Ejercicios

ejemplo 7.5.2.a)

ejemplo 7.5.2.b)

ejemplo 7.5.2.c)

En una encuesta, se le pregunté a 75 personas si usaban las dreas de servicios de su comuni-
dad: quince declararon que sélo usaban la biblioteca, diez dijeron que sélo usaban la alberca,

cuarenta usaban ambos servicios.

a) ;Cudntas personas encuestadas no usan ninguno de los dos servicios?

b) ;Cudntas personas usan la alberca?

50 estudiantes fueron encuestados para saber si, en las vacaciones de verano, habian ido a
visitar otro estado de la reptublica, otro pais o ambos. Veinte sélo visitaron otro estado, doce

solo visitaron otro pais, seis visitaron otro estado y otro pais.

a) ;Cudntos estudiantes no salieron?

b) ;Cudntos estudiantes visitaron otro paifs?

Al interrogar una delegacién de 250 atletas sobre su aficién al teatro, la danza y la poesia, se
encontré que: 125 prefieren el teatro, 180 prefieren la danza, 65 prefieren la poesia, 100 teatro
y danza, 25 teatro y poesia, 40 danza y poesia, 20 las tres preferencias. Determinar cudntos de

estos 250 atletas tienen:

a) Al menos una de las tres preferencias.

b) Ninguna de estas tres preferencias.

¢) Solo una de estas tres preferencias.

d) Cuando mucho una de estas tres preferencias.
e) Exactamente dos de estas preferencias.

f) Cuando menos dos de estas preferencias.
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8. Logica

8.1. Proposiciones

Proposicion es un enunciado declarativo que puede ser considerado como falso o verdadero, pero no ambos.

Buenos Aires es la capital de Argentina. Este es un enunciado, que puede ser considerado como una proposicion

valida.

[{3))

Cuatro es un numero par y menor que veinte, estos son dos enunciados unidos por la palabra “y”, ambos son

verdaderos.

Este cachorro puede ser macho o hembra, estos son dos enunciados uno de los dos debe ser verdadero y el otro

falso, estan unidos por la palabra “o”.

8.2. Valores de verdad para las proposiciones

Conjuncién:

H o om < <
H o< 1 o< ||
H < < <<

Disyuncién:

H 1 < <
H < 1 <<
g " < >

Condicional:
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Bicondicional:

p q||p—4q
VIV \Y%
V| F F
F |V \Y
F | F \Y%
Pl g || ps—4q
VIV \Y%
VI F F
F|V F
F | F \Y%

8.3. Tablas de verdad para las proposiciones

Ejemplo 1.3.1 Elaborar la tabla de verdad de la proposicién ~ p V ¢

piafl~p|~rVgq
VIV F A%
VI F F F
FilV| V v
F|F A% A%

Ejemplo 1.3.2 Elaborar la tabla de verdad de la proposicién ~ (pA ~ q)

pllal|l~a|prA~q| ~({A~q)
V|V F F \%
VIF| V \% F
F|V] F F \Y
FI|F| Vv F \Y%
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Ejemplo 1.3.3 Demuestre que el enunciado p A (¢ V r) es equivalente a (p A q) V (p A7), dos proposiciones son

equivalentes cuando sus tablas de verdad son iguales.

pllafr|avr|pAlgVvr) lpAhg|pAr | (pAgV(pAT)
VIV]V A% A% A% A% \%
V{V]F A% A% A% F A%
VIF|V \Y% \Y% F \% \%
VIF|F F F F F F
Fl{V |V A% F F F F
FI|V|F \% F F F F
FI|F |V \% F F F F
F|F|F F F F F F

8.4. Leyes para las proposiciones

Leyes conmutativas

l-pVqg&qVp 2-pAqg&qAp

Leyes asosiativas

3-pVigVvr)e (pVq Vr 4-pA(gAT)= (PAQ AT

Leyes distributivas

5-pVignar)e (pVvagA(pVr) 6-pA(gVr)e (pAgV(pAT)

7T-pVecep 8-pAcsc
9-pVi et 10-pAt&p
11-pVp&Syp 12-pAp&Syp
13-pvV~p &t l4-pAN~p&c
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15-~t&sc 16.-~c&t 17-~~p&Sp

Leyes de De Morgan

18-~ (pVq) &~pA~q 19- ~(pAgq) &~ pV ~gq

Nota: Todas estas leyes se pueden demostrar por medio de las tablas de verdad, aqui damos tres ejemplos.

Ejemplo 1.2.1 Demostrar la primera ley de De Morgan, ley 18 ~ (p V q) <~ pA ~ ¢

pila|~@Vae | ~pr~q
V|V F F
V| F F F
F ||V F F
F|F \% \Y%

Ejemplo 1.2.2 Demostrar la segunda ley de De Morgan, ley 19 ~ (p A q) &~ pV ~ ¢

plla|~W@Arg || ~pv~g
VvV F F
V|| F \% \%
F|V \% \%
F|F \% \%

Ejemplo 1.2.3 Demostrar la primera ley distributiva, ley 5 pV (¢ Ar) < (pVg) A(pVT)
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pila|r|anr|lpVvignr)|pVa|pVr| (@VaA(pVr)
VI{Vvi|v] Vv \% \% \% v
V|{|VI|F| F \% v v v
VI|F|V| F \% \% \Y \%
VIF|F| F \% \% \Y% %
Flv|v]|] v % \% \% \%
F|V|F| F F \% F F
F|F|V]| F F F \Y% F
FI|F|F| F F F F F

Ejemplo 1.2.4 Demostrar que:

Ejemplo 1.2.5 Demostrar que:

Ejemplo 1.2.6

Demostrar que:

Ejemplo 1.2.7 Demostrar que:

~pV(~pAq)S~pA(~pVa)
~pV(~pAq) & (~pV ~p)A(~pVg)

S~pA(~pVa)

(A V(PA~q) =P
(PAQ)V(PA~q) = pA(gV~q)
S pAL

<P

pV(~pAqg) & (pVa)
pV(~pAg) & (pV ~p)A(pVa)
S tA(pVa)

< (pVa)

~ (Vg V(~pAq) &~p
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~ (V@ V(~pAg) s (~pA~q)V(~pAg)
S~pA(~qVQg)
S~pA(gV~q)
S~ pAt

S~ p

Ejemplo 1.2.8 Demostrar que:
[(pAg)V (pA~7)| AT [pA(gnT)]
[(pA@)V (A~ ArerA(pAg)V(PA~T)]
& [rAllpAQIVIrA(pA~ 1)
S Al ADIVIpA(rA~7)]
e [rAllpAg]VIpAd
< [rallpAg]ve

& [rAlpAg)

Ejemplo 1.2.9 Demostrar que:
pA(PVa) ep
pA(PVa) < (Ve AlpVa)
< pV(cAq)
& pVe

<P

Ejemplo 1.2.10 Demostrar que:

p—qge~pVg
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plla|pr—q|~p| ~pPVg
VIV A% F A%
V|F F F F
F|V \% \% \Y
F|F \% \% \%

Ejemplo 1.2.11 Demostrar que:

[(PA ~ q) = q] & [(PA ~ q) =~ D]

Ejemplo 1.2.12 Demostrar que:

(pA(p—=q)epig

Ejemplo 1.2.13 Demostrar que:

[(rAs) =gl & [(sA ~q) =~ 7]
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9. Series Finitas

9.1. Ejemplos de series finitas

di=14243+...(n=2)+(n—1)+n.
i=1

n
it =12422 43+ 4
i=1

n

DB =13422 4384 ... 40’

=1
n
Zxk:1—|—x—|—x2—|—:1:3—|—--~—|—:17"71+x".
k=0

S Vi=Vi+V2+V3+Va+V5+V6

j=1

_1+1+1+1+1
1 2 3 4 5

R+

>

a=1
9.2. C(Calculo de algunas series finitas
9.2.1. La suma de los primeros niimeros naturales

Queremos hallar el valor de la suma

Sp=1+24+34+...(n—-2)+(n—1)+n.

Tomemos esta misma suma dos veces, de la siguiente manera:

Sp=14+24+34+...(n—-2)+(n—-1)+n
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Sp=n+n-1)+n-2)+...3+2+1

sumemos estas dos expresiones

28, =(n+ )+ (n+ D)+ n+D)+--+n+)+n+1)+(n+1)=nn+1)

despejemos S,

Por lo tanto

9.2.2. La suma de los cuadrados

Sp=12+2243"+... +n’

Consideremos la siguiente sumatoria

DTi+1)° == (22 =19+ (3 -2%) + @ =3 )+ -+ [n* — (n = 1)+ [(n+1)* - n®] =

=m+1)°% -1 =n®*+3n>+3n+1° - 13 =03+ 30 + 3n.
Por otro lado tenemos

n n n

> [+ 3+ 3i +1 - i :Z[3i2+3i+1]:32n:i2+3§n:i+zn:1
=1 =1 =1

=1 =1 i=1

—
o~
_|_
—_

N~—

w
|
o~

@

I

por lo tanto

80



3ii2+3ii+zﬂ:1:n3+3n2+3n
=1 =1 =1

n n n
3Zi2:n3+3n2+3n—32i—21:n3+3n2+3n—3
=1 1=1

=1

n(n+1) 2n3 +3n? +n
—n = =
2 2

_n(n+1)2n+1)
2

por lo tanto

9.2.3. La suma de los cubos

Sp=1>+224+3"+...+n’

Consideremos la siguiente sumatoria

i[(z‘ﬂ)‘*—i‘*]=(24—14>+(34—24)+<44—34>+---+[<n+1>4—n4]=(n+1)4—14

Por otro lado tenemos

n n n

M1 =it = Y [ 4617 it 1—it] = )[40 467 H4i+1] =4 P46 P44 ity 1= (n+1)*-1*
=1 =1 =1 =1

i=1 i=1 i=1

por lo tanto

4§:i3+6§:i2+4§:i+i1:(n—|—1)4—1
=1 =1 i=1 i=1

n

4Z¢3:(n+1)4—1—6f:i2—4§n:i—§:1
i=1 i=1 i=1

i=1
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n +1)(2n+1)
4 3 _ 0t 1 n(n 3
E i’ =(n+1) 6 G 5

i=1

4y P =mn+1)'—1-nn+1)@2n+1)—2nn+1)—n=n+1)*—nn+1)2n+1)—2n(n+1) — (n+1)

43 i =+ D)[(n+1)° —n@2n+1)—2n—1= (n+1)(n*+3n° +3n+1-2n> —n—2n—1) = (n+1)(n’* +n?)

422'3 =(n+1)n*+n?) =n+1Dn*(n+1)

Por lo tanto

ZH:ZJ ”Jrl)

=1
9.3. Operaciones con series finitas

Evaluar

i i(4i% — 3)
i=1

n

:242 — 3i) 242 —232—422 Sii:
i=1

i=1

o n*(n+1) (n+1)
B
(12 = 320D g D 1) - 3 =

n(n+1)[2n(n+1)—3]  n(n+1)(2n* 4 2n — 3)
2 B 2
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Evaluar

n

S (i+1)(i+2)

i=1

:i(i2+3i+2) :Zn:z‘2+zn:3z'+i2:
=1 =1 i=1 =1

n n n

dit43> i+2) 1=
=1 1=1

i=1

_ nn+1)(2n+1) +3n(n—|—1)

6 2

+2n =

nn+1)2n+1)+9(n+1)+12n
6

n[(n+1)2n+1)+9(n+1) + 12]
6

_n[2n? +3n+1+9n+ 9+ 12]
B 6

_ n[2n® + 12n 4 22]
B 6

n[n? + 6n + 11]

3

9.4. La serie geométrica finita

Ahora consideremos la siguiente serie, tratemos de calcularla:

Sn:Zxk:1+x+x2+x3+--~+xn_1+x".
k=0
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Multipliquemos

por x, y al resultado restémosle

S, =x+ 2?4+ 22+ 42" 2" 4 2"

I
—_
+
8

3
+
—

xS, — S,

Sp(x—1) ="t -1
Despejando llegamos a:

n

n+1_1
Sn:Zxk:1+m+m2+x3+~~+x"*1+x”:x
k=0

(z—1)

Si en un tablero de ajedrez ponemos en el primer cuadro un grano, en el siguiente dos, en el otro que sigue

cuatro, y asi sucesivamente hasta completar los sesenta y cuatro cuadros. ;Cuantos granos necesitamos?

263+1 -1 264

63
—1
142422423 4. 42024903 = \"on = = =204 _
+2422 423 4. 4262 ¢ n§_0 e - 23

Esto es lo que pretendi6 pagar un rey indu al inventor del ajedrez: Diez y ocho trillones cuatrocientos cuarenta y
seis mil setecientos cuarenta y cuatro billones setenta y tres mil setecientos nueve millones quinientos cincuenta

y un mil seiscientos quince, granos de trigo. Cantidad astronémica, es cierto, pero es finita.
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10. Series Infinitas

Consideremos la siguiente fraccién para |z| < 1, es decir sélo para el intervalo —1 < & < 1, (—1,1), haciendo la

divisién comun y corriente, llegamos a la siguiente expresion:

1 o0
m=1+x+x2+x3+~-~=§x”

1
Hagamoslo para x = 3 que estd dentro de nuestro intervalo de convergencia.

oo
n=0

Ahora usemos el desarrollo de Taylor para esta funcién, alrededor de x = 0, es decir el mismo intervalo:

f(2) = (1)2)(=3)(1 = 2)7*(=1), f"(0) = 1% 2% 3 = 3!
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F2) = M)@)E)(-4) 1 =) 72(=1), f(0) = 1% 2 3% 4 = 4l

L F@o) ) s @)

[z + o) = f(x0) 1 o 3 T
=1 2' 2 ! 3
f(z) +Fx+§x +§x +
1 2 3 4 5 0
l_x:1+x+x +rr+r +x +--~:Zx.
n=0
Cambiando = por —z, en el mismo intervalo,
1 (o)
1+x:1—x+x2—x3—|—x4—x5—|—---:Z(—l)"a;”,
n=0
de modo que
1 1 -
1_x+H_m:2(1+x2+x4+x6+-~):22932”.
n=0

Consideremos ahora

[

Sustituyendo el integrando por su representacion en serie,

/dx+/ﬁcdx—l—/xzdx+/x3dx+/m4dm+/x5dx+--.:

Similarmente,
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/dx—/xdm+/x2dx—/xgdx+/x4dx_/x5dx+...:

- i 7(_1):1“”” =In(1 + 2),

n=1

De modo que

1+z
In(1 —In(l—-—=z)=1 =
n(l+z)—In(l—=z)=In T
e 2n+1
=2 §2n+1
n=1
x2n+1
In(l+z)—In(l—2a)= o E

vélida solo para el intervalo —1 < x < 1.

10.1. Algunos ejemplos de series infinitas

o0

Z 11 N 1 N 1 N 1 N
n:1n2—|—1_12—|—1 2241 3241 4241 7
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11. Series de Taylor

Si escogemos g = 0, nos queda

f@) = 10) + L0 L0 SO0 o

11.1. Ejemplos

Ejemplo 11.1.a) Desarrollemos f(z) = e® alrededor de x =0

flz) =e" f(0)=1
f(a) =€ f1(0) =1
f"(@) = e” 10y =1
[ (x) = e f"0) =1
( 1

f(x) =£(0)+ f/(o)x + f//(o)xQ + [ (@o) 3

1 2! 3!
. 1 1, 14 L
e—1+ﬂx+5x —|—§m +~-~—z%n!

Ejemplo 11.1.b) Desarrollemos f(x) = senz alrededor de = = 0:
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f(x) =senx
f'(z) = coszx
f"(z) = —senzx
f"(z) = —cosz
fiv(x) =senx
f(z) = cosz

fY4z) = —senzx

f(0)=0

f(0)=1

f7(0)=0

f7(0) = -1
fr(0)=0

fr0)=1

f0)=0

o) = g0+ L0 L0 170

1 0 -1 . 0 1
senz =0+ —2+4+ —a? + —a2° + -z + =25+ ...

1! 2! 3! 4! 5!
3 0 sl . p2n+l
sene = =gt gyt = 2 gy,

Ejemplo 11.1.c) Desarrollemos f(x) = cosz alrededor de z = 0:

f(x) =cosz
f'(z) = —senzx
f"(x) = —cosz
f"(x) =senz
fi(x) = cosx
fP(x) = —senx

f'z) = —cosx

f@) = f(0) +

f(0) =

1O, 10 e

— 0 —1 o, 03 14
cos:r—l—i—ﬂx—f—jx +§x +Ix 4.

z2 ozt s L x@n)
Cosx:1_§+ﬂ+'”:;(_1) @]
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1
Ejemplo 11.1.d) Desarrollemos f(x) = T

f(@) = M)@)(=3)(1 —2)7*(-1)
f@) = M@)E) (=) - 2)7>(=1)
f@) = ME@)B)A(-5)1 —z)~°(-1)

SO, 110 b, 110 5 10

alrededor de z = 0:

f(0)=1
£1(0) = 1!
F70)=1%2=2!

=1
F70)=1%2%3 =3l
f(0) =0

fU0)=1%2%3%4%5=5!

1

3! 4!

3! 41

2! !
f@)=1+ -+ =2+ a3+ 2 + .-

1

1
1—2x

90
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7:1+x+x2+x3+x4+x5+-~-22x".
n=0



12. Sistema de Ecuaciones

12.1. Sistemas lineales con dos ecuaciones y dos incégnitas

12.1.1. Meétodo de Gauss-Jordan

Cuando tenemos dos rectas en el plano, pueden suceder tres cosas: a) que las rectas se corten en un punto,
estaremos hablando de una solucién tnica, b) que las rectas sean paralelas, estaremos hablando de que el sistema
no tiene solucién, es decir no hay un solo punto en comun, y ¢) que una recta esté sobre la otra, estaremos
hablando de soluciones infinitas, es decir cada punto de una recta, pertenece a la otra. En el primer caso el

determinante del sistema es diferente de cero A # 0, en los otros dos es igual acero A = 0.

Caso a) Quisiéramos resolver el siguiente sistema de ecuaciones

z+3y = -1
20— y = b
Primero evaluemos el determinante de ese sistema A = —7. Vemos que es diferente de cero, por lo que

tiene solucién unica. Geométricamente significa que son dos rectas y queremos averiguar en que punto
se intersectan.

Podemos usar el método de suma y resta, substitucién, igualacién, grafico o finalmente el de determi-
nantes, que de ahora en adelante llamaremos de Cramer. Sin embargo usaremos otro método, el de

Gauss-Jordan que implica la construccién del siguiente arreglo, denominado la matriz aumentada.

1 3| -1
2 -1 )

Multipliquemos el primer renglén por —2 y sumémoslo al segundo.

1 3| -1
0 -7 7
Ahora dividimos el segundo reglén por —7
1 3]-1
0 1]-1

Ahora multiplicamos el segundo por —3 y lo sumamos al primero.

1 0 2
0 1|-1
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Caso b)

Caso ¢)

Observemos esta matriz aumentada detenidamente, significa lo siguiente: x = 2 y y = —1, es decir

(2,—1) es el punto de interseccién.

Trataremos de resolver el siguiente sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas, aqui A = 0.
r+3y=3
r+3y=>5

Nuevamente usaremos el método el de Gauss-Jordan, escribamos la matriz aumentada del sistema.

1 3|3
1 315

Multipliquemos el primer renglén por —1 y sumémoslo al segundo

1 33
0 0]2

Observemos esta matiz aumentada detenidamente, el renglén de abajo quiere decir 0z + Oy = 2, lo cual
no tiene sentido, es un sin sentido, las rectas son paralelas y no hay un solo punto en el que coincidan,

se dice que el sistema es inconsistente, carece de solucion.

Para el siguiente sistema también tenemos A = 0:

rz+3y=3

2+ 6y =6

Escribamos la matriz aumentada del sistema.

1 3|3
2 6|6

Multipliquemos el primer rengléon por —2, y sumémoslo al segundo obteniendo:

1 33
0 0]0

Lo que quiere decir que una recta esta arriba de la otra, y cada punto de una pertenece a la otra, las

soluciones son infinitas.
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12.2. Sistema de ecuaciones lineales con tres incognitas

Geométricamente, un sistema de tres ecuaciones lineales representa tres planos en el espacio; tres planos en el

espacio tienen las siguientes formas:

Caso a) Se intersectan en un punto entonces su determinante es diferente de cero y la solucién es tnica.

2 +4y + 62z =18
dr + 5y + 62 =24

3+ y—2z = 4

Calculemos el determinante del sistema A = 6.

2 4 6
4 5 6 |=6
3 1 =2

Emplearemos el método de Gauss-Jordan mediante la matriz aumentada del sistema

2 4 6|18
4 5 6|24
31 =2 4

Dividamos el primer renglén entre 2, nos da 1 2 3 9, y lo multiplicamos por -4, nos da -4 -8 -12 -36, y
sumémoslo al segundo renglén, multipliquemos el primer renglén por -3, -3 -6 -9 -27, y sumémoslo al

tercer renglén.
1 2 3 9

0 -3 —6|-12
0 -5 —11]-23

Ahora dividamos el segundo por —3, nos da 0 1 2 4 y lo multiplicamos por -2, nos da 0 -2 -4 - 8

sumamos al primero, multipliquemos el segundo por 5, nos da 0 5 10 20, y sumémoslo al tercero.

1 0 -1 1
0 1 2 4
00 —-1]-3
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Caso b)

Dividamos el tercer renglén por -1, 0 0 1 3, ahora multipliquemos este resultado por -2, 0 0 -2 -6 y

sumémoslo al segundo, 0 1 0 -2, ahora simplemente sumemos el tercer renglén al primero.

1 0 0| 4
01 0|-2
0 0 1 3
Esto quiere decir que x =4, y = —2 y z = 3, es decir (4, —2,3) es el punto de interseccién de los tres

planos, sustituyamos estos resultados en cualquiera de las tres ecuaciones originales y vemos que si las

satisfacen.

El siguiente sistema de tres ecuaciones lineales s6lo representa geométricamente dos planos en el espacio.

20 +8y+ 6z = 20
dr+2y— 2z =— 2

—6z + 4y + 10z 24

Primero calculemos el determinante del sistema.

2 8 6
4 2 -21|=0
-6 4 10

A = 0 Como es igual a cero geométricamente pueden suceder muchas cosas, investiguemos. Constru-

yamos la matriz aumentada de este sistema.

2 8 6] 20
4 2 -2|-=-2
-6 4 10| 24

Dividamos el primer renglén entre 2, nos da 1 4 3 10, multipliquémoslo por -4, nos da -4 -16 -12 -40,
y sumémoslo al segundo renglén, multipliquemos el primer renglén por 6, 6 24 18 60, y sumémoslo al

tercer renglon.

1 4 3| 10
0 —14 —-14| —42
0 28 28| #&4
Ahora dividamos el segundo por —14, nos da 0 1 1 3 y lo multiplicamos por -28, nos da 0 -28 -28 -84

sumamos al tercero, multipliquemos el segundo por -4, nos da 0 -4 -4 -12, y sumémoslo al primero.

1 0 —-1|-2
0 1 1 3
0 0 0 0
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Caso ¢)

Observemos detenidamente esta ultima matriz aumentada, significa lo siguiente:
r—z=-—2
y+z= 3
Es decir en lugar de tener tres planos en el espacio, tenemos solamente dos, y dos planos que no son

paralelos en el espacio se intersectan en una linea recta infinita, cada punto de esta recta tiene tres

coordenadas (x,y, z), encontremos las ecuaciones de estas coordenadas.

Hagamos z = ¢, entonces y = 3—t, y x = —2+t, ahora corramos la ¢ sobre todos los reales y tendremos

la recta infinita de interseccién (—2 +¢,3 — ¢, t).

Tenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

20 4+8y+ 6z = 20

dr+2y— 2z =— 2
—6z +4y +10z = 30
Calculemos su determinante
2 8 6
4 2 -21|=0
-6 4 10

Como el determinante resulto ser igual a cero, tratemos de investigar que sucede geométricamente,

primero construyamos la matriz aumentada de este sistema.

2 8 6] 20
4 2 =2 =2
-6 4 10| 30

Dividamos el primer renglén entre 2, nos da 1 4 3 10, multipliquémoslo por -4, nos da -4 -16 -12 -40,
y sumémoslo al segundo renglén, multipliquemos el primer rengén por 6, 6 24 18 60, y sumémoslo al

tercer renglén.

1 4 3 10
0 —14 —-14 | —42
0 28 28 90

Ahora simplemente multipliquemos por 2 el segundo renglén y lo sumamos al tercero.

1 4 3 10
0 —-14 —-14| —42
0 0 0 6
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Observemos detenidamente esta matriz aumentada, el ultimo renglén significa 0z + Oy + 0z = 6, lo
cual no tiene sentido, es un sin sentido, el sistema es inconsistente carece de solucién, geométricamente

significa que al menos dos de los tres planos son paralelos.

Caso d) Dos planos en el espacio, si no son paralelos tendremos soluciones infinitas, ya que dos planos se
intersectan en una linea recta, siempre que hay maés variables, que ecuaciones, tendremos soluciones

infinitas.

20 + 4y + 62 =18

4z 4 5y + 62 = 24

Emplearemos el método de Gauss-Jordan construyamos la matriz aumentada de este sistema

2 4 6118
4 5 6|24

Dividamos el primer renglén entre 2, nos da 1 2 3 9, multipliquémoslo por -4, nos da -4 -8 -12 -36, y

sumémoslo al segundo renglén.
1 2 3 9

0 -3 —6|—-12

Ahora dividamos el segundo por —3, nos da 0 1 2 4 y lo multiplicamos por -2, nos da 0 -2 -4 - 8

sumamos al primero.
1 0 —-1]1

01 214

Esta matriz aumentada significa lo siguiente:

r—2z=1

y+2z=4

Haciendo z =t, . =1+¢t, yy=4—2t, (1 +t,4—2t,¢t)

12.3. Sistemas homogéneos es decir, que estan igualados a cero

Caso a) Dos rectas que pasan por el origen, y no son paralelas, cuyo determinante es distinto de cero.
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r+3y=0
2z — y=0
Al evaluar el determinante vemos que: A = —7, es decir diferente de cero, por lo tanto tiene solucién

Unica. pero como las dos rectas pasan por el origen, sabemos que (0,0), es el punto de interseccién,

trataremos de llegar ahi. Para esto construyamos la matriz aumentada del sistema.

1 3]0
2 =110

Multipliquemos el primer renglén por —2 y sumémoslo al segundo.

1 310
0 -710
Ahora dividimos el segundo reglén por —7
1 310
0 1|0

Ahora multiplicamos el segundo por —3 y lo sumamos al primero.

1 00
0 1|0

Observemos esta matriz aumentada detenidamente, significa lo siguiente: x = 0y y = 0, es decir (0, 0)

es el punto de interseccién, como ya lo habiamos dicho.

Caso b) Dos rectas una sobre la otra y ambas pasan por el origen, determinante igual a cero.

z+3y=0

204+ 6y =0

Escribamos la matriz aumentada del sistema.

Multipliquemos el primer renglén por —2, y sumémoslo al segundo obteniendo:

1 3]0
0 0]0
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Caso ¢)

Lo que quiere decir que una recta estd arriba de la otra, y cada punto de una pertenece a la otra, las
soluciones son infinitas, obsérvese que el punto (0,0), pertenece a las dos rectas, en este caso a este

punto se le llama solucién trivial.

Tres planos que pasan por el origen y el determinante del sistema es diferente de cero, por lo tanto

debe de tener solucién tnica y esa es (0,0,0).

2r+4y+62=0
dx +5y+62=0

3r+ y—2z=0

Calculemos el determinante del sistema.

2 4 6
4 5 6 |=6
3 1 =2

Emplearemos el método de Gauss-Jordan construyamos la matriz aumentada de este sistema

2 4 6|0
4 5 60
31 -2|0

Dividamos el primer renglén entre 2, nos da 1 2 3 0, multipliquémoslo por -4, nos da -4 -8 -12 0, y
sumémoslo al segundo, multipliquemos el mismo primer renglén por -3, -3 -6 -9 0, y sumémoslo al

tercer renglén.

1 2 310
0 -3 —-610
0 -5 —-1110
Ahora dividamos el segundo por —3, nos da 0 1 2 0 y lo multiplicamos por -2, nos da 0 -2 -4 0 sumamos

al primero, multipliquemos el segundo por 5, nos da 0 5 10 0, y sumémoslo al tercero.

1 0 =110
01 210
00 =110

Dividamos el tercer renglén por -1, 0 0 1 0, ahora multipliquemos este resultado por -2, 0 0 -2 0 y s

umémoslo al segundo, 0 1 0 0, ahora simplemente sumemos el tercer renglén al primero.

10 010
0 1 00
0 0 1]0
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Caso d)

Esto quiere decir que = 0, y = 0y z = 0, es decir (0,0,0) es el punto de interseccién de los tres

planos, en este caso no lo podemos llamar solucién trivial, sino tnica, como ya lo habiamos anticipado.

El siguiente sistema de ecuaciones lineales consta de tres ecuaciones y tres incégnitas. Geométricamente

representa tres planos en el espacio, que pasan por el origen.

204+ 8y+ 6z2=0
dr+2y— 22=0

—6x +4y + 102 =0

Primero calculemos el determinante del sistema.

2 8 6
4 2 -2|=0
-6 4 10

A = 0 El determinante del sistema es igual a cero. Construyamos la matriz aumentada de este sistema.

2 8 60
4 2 =210
-6 4 100

Dividamos el primer renglén entre 2, nos da 1 4 3 0, multipliquémoslo por -4, nos da -4 -16 -12 0,
y sumémoslo al segundo renglén, multipliquemos el primer renglén por 6, 6 24 18 0, y sumémoslo al

tercer renglén.
1 4 310

0 —-14 —-141|0
0 28 2810

Ahora dividamos el segundo por —14, nos da 0 1 1 y lo multiplicamos por -28, nos da 0 -28 -28 0

sumamos al tercero, multipliquemos el segundo por -4, nos da 0 -4 -4 0, y sumémoslo al primero.

10 =110
01 110
0 0 0]0

Observemos detenidamente esta ultima matriz aumentada, significa lo siguiente:



Es decir en lugar de tener tres planos en el espacio, tenemos solamente dos, y dos planos que no son
paralelos en el espacio se intersectan en una linea recta infinita, cada punto de esta recta tiene tres

coordenadas (x,y, z), encontremos las ecuaciones de estas coordenadas.

Hagamos z = ¢, entonces y = —t, y © = ¢, ahora corramos la ¢ sobre todos los reales y tendremos la

recta infinita de interseccién (¢, —t,t).

Caso e) Dos planos en el espacio que pasan por el origen, tendremos soluciones infinitas, ya que dos planos se

intersectan en una linea recta.

2 +4y+62=0

dr + 5y +62 =0

Emplearemos el método de Gauss-Jordan construyamos la matriz aumentada de este sistema

2 4 6|0
4 5 6|0

Dividamos el primer renglén entre 2, nos da 1 2 3 , multipliquémoslo por -4, nos da -4 -8 -12 | y

sumémoslo al segundo renglén.
12 3]0

0 -3 —610

Ahora dividamos el segundo por —3, nos da 0 1 2 y lo multiplicamos por -2, nos da 0 -2 -4 sumamos

al primero.
1 0 —-110

01 210

Esta matriz aumentada significa lo siguiente:

Haciendo z =t, x = t, y y = —2t, (¢, —2t, 1)

12.4. Meétodo de la inversa de una matriz

Ejemplo a) Resolver el siguiente sistema:
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20 4+4y+3z = 0
Oz+ y— 2 =-2

3z +5y+7z = 4

Este es un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas, si su determinante es diferente de cero, en-
tonces tiene solucién unica. Geométricamente significan tres planos en el espacio, que se intersectan

en un punto, encontrar sus coordenadas es nuestra tarea.

2 4 3
0 1 —-1|=3#0
3 5 —T

Entonces la matriz es invertible, escribamos nuestro sistema en forma matricial.

2 4 3 x 0
01 -1 y | =1 -2
3 5 —7 z 4
Sea
2 4 3 x 0
A=101 -1 |, X=| 9y |, B=] -2
3 5 —7 z 4

Entonces podemos escribir este sistema como

AX = B,

multipliquemos en ambos lados por la izquierda por A~!

ATAX = A-'B,

recordando que

1 0 0
A" A= 010
0 0 1
y que
1 0 0 x T
01 0 y | =1 v
0 0 1 z z
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4 -13/3 -7/3 0 -2/3
-1 5/3 2/3 —2 | =] —2/3
-1 2/3 2/3 4 4/3
estoes, x =—-2/3,y=-2/3, 2=4/3, con
4 —-13/3 -7/3
ATl=| 1 5/3  2/3
-1 2/3  2/3

Ejemplo b) Resolver el siguiente sistema:

2r+4y+62 = 1
dx + 5y + 6z = -2

3z+ y—2z = 3

Calculemos el determinante del sistema.

2 4 6

4 5 6|=3#0

3 1 -2
—-8/3 7/3 -1 1 —31/3
13/3 —11/3 2 -2 | = 53/3
—-11/6 5/3 —1 3 —49/6

estoes, v =-2/3, y=-2/3, 2=4/3, con

-8/3  7/3 -1
ATt = 13/3 —11/3 2
~11/6  5/3 -1

12.5. Meétodo de Cramer

Ejemplo a) Resolver el siguiente sistema:

z+3y = -1

20— y= 5
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Calculemos el determinante

=740
-1
-1 3 1 -1
5 -1 —14 2 )
13 - 13
2 -1 2 -1

Ejemplo b) Resolver el siguiente sistema:

Calculemos el determinante

0 4 3
-2 1 -1
4 5 =7 —92
T = —
2 4 3
0 1 -1
3 5 -7

Ejemplo c¢) Resolver el siguiente sistema:

Calculemos el determinante

20 +4y+32= 0
Oz+ y— 2 =-2

3z+5y+7z = 4

2 4 3
0 1 —1|=3#0
3 5 -7
2 0 3
0 -2 -1
3 4 =7 _9
Ty 4 s 3
0 1 —1
3 5 -7
20+ 8y + 62 = 20
dr+2y—2z =— 2
3r— y+ z = 11
2 8 6
4 2 -2 |=-140#0
3 -1 1

-7
2 4
0 1
3 4
z =
2 4
0 1
3 4

L W~



Entonces la matriz es invertible, escribamos nuestro sistema en forma matricial.

20 8 6
-2 2 =2
11 -1 1 —980
2 8 6 —140
4 2 =2
3 -1 1
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2 -2
11 1 140
vy= T 10
8 6
2 -2
-1 1
8 20
2 -2
-1 1 ~560
= T 10
8 6 -
2 -2
1 1




13. Matrices

Una matriz la cual siempre la senalaremos por una letra mayuscula, A, B, etc, la definiremos asi:

A = (a;5), es un arreglo de ntimeros, el cual va a tener m renglones y n columnas, se dice que es de tamaiflo
(m x n), en general la letra mindscula 4, denotard el renglén i-ésimo y la letra jla columna j-ésima, a los a;; se

les llama elementos de la matriz:

ail a19 e A1n

a1 as2 . a2n
A=

Am1 Am2 . Amn,

13.1. Tipos de matrices

Matriz renglén: Viene dada por (a11,a12,a11,...a1,) su tamano es de (1 x n):
Ejemplos:

(3,4, —5) esta es una matriz renglén de tamano (1 x 3), (2,—9,6, 1) esta es una matriz renglén de tamano (1 x4),

(-1,-1,3,8,-9,0) esta es matriz renglén de tamatio (1 x 6) etc.
Matriz Columna: Viene dada por
a1l

a21

a31

an1

su tamano es de (n x 1):

Ejemplos:
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—4
—2 0
2
4 -5
A= 5 |; B= ; C=
0 2
3
0 5
0

A es una matriz columna de tamano (3 x 1), B es una matriz columna de tamafio (4 x 1), y C' es una matriz

columna de tamano (6 x 1).

1 2 3 9
A=|14 5 6 24
31 -2 4
Bueno esta es una matriz de tamafo (3 x4), es decir tiene tres renglones y cuatro columnas, asq = 24, ags = —2,
aoo = 5, etc.
1 0 3 9
3 5 2 2
D=1 4 5 1 4
5 0 6 2
31 -5 0

D es una matriz 5 x 4, es decir tiene 5 renglones y 4 columnas, dog = 2, d33 = 1, doo = 5, etc.

FE es una matriz cuadrada 2 x 2, es decir tiene 2 renglones y 2 columnas, e;; = 1, e12 = 1, €91 = 2, €99 = 2.

13.2. Operaciones con matrices

13.2.a) Operacién Multiplicacién de una matriz por un escalar:

Se multiplican todos los elementos de la matriz por el escalar,
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1 6 0 25 3 18 0 75
siT= , entonces 3T =

2 5 0 1 6 15 0 3

13.2.b) Operacién Suma y resta de matrices:

Sélo si son del mismo tamafno y se suman o se restan elemento a elemento,

1 6 0 25 3 18 0 75 4 24 0 100
T+3T = + =
2 50 1 6 15 0 3 8 20 0 4
1 6 0 25 -3 —-18 0 =75 -2 —-12 0 -50
T-3T= — =
2 5 0 1 -6 —-15 0 -3 -4 -10 0 -2

13.2.¢) Operacién igualdad de matrices:

Sélo si son son del mismo tamano y son iguales elemento a elemento,

A = B solo si ambas son n x m y ademas a;; = b;;, para toda i y toda j.

1 0 5 2—-1 1x0 3+2
4 -2 3 2x2 -2 5-2

13.2.d) Operacién Multiplicacién de matrices:
Sélo se pueden multiplicar matrices que sean conformales, es decir si una es m X n, la otra
debe ser n x g, donde m, n, ¢ puede ser cualquier niimero natural. En general la multiplicacion

de matrices es no conmutativa.

Ejemplo 13.2.d.a) La multiplicacién de una matriz de tamano(l x 4), por otra de tamafio (4 X 2), nos da una
matriz de tamano (1 x 2). Para el elemento 15 se multiplica el primer renglén de la primera

matriz por la segunda columna de la segunda matriz, elemento por elemento, etc.

—
w

(3144) b

5 =3

w
—_

=(3><1+1><4+—2><3+4><5 3><3+1><—2+—2><1+4><—3)

=(21 —7)

107



Ejemplo 13.2.d.b) (3 x 4)(4 x 3) = (3 x 3), Para el elemento 3; se multiplica el tercer renglén de la primera

matriz por la primera columna de la segunda matriz, elemento por elemento, etc.

3 8 2

1 6 1 5 57 56 33
6 5 1

2 5 01 = 39 41 9
3 18 5

2 5 5 1 61 46 34
3 00

Ejemplo 13.2.d.c) (3 x 3)(3 x 3) = (3 x 3), Para el elemento 2; se multiplica el segundo renglén de la primera

matriz por la primera columna de la segunda matriz, elemento por elemento, etc.

-1 0 1 2 4 2 1 -5 0
2 50 0 5 1 | = 4 33 9
-2 5 1 3 -1 2 -1 16 3

13.3. Matrices especiales
En esta seccién se presentan las matrices que tienen una forma particular. Para referencias futuras se ha incluido
el valor del determinante |A| de estas matrices. El célculo detallado de los determinates se presenta en la siguiente

seccion.

13.3.a) Matriz triangular superior n X n

a1 a2 @13 ... Qin 11 a1z @13 ... QGip
0 a22 a23 ... aon 0 a22 A23 ... a2n,
) ‘A| = . . R .| = a11a22a33 ... Qpy
0 0 0 ... Gnn 0 0 0 ... ann
7 2 3 7 2 3
A=10 -1 9|, [A=]0 -1 9 |=M(=1(-2)=14
0 0 -2 0 0 -2

13.3.b) Matriz triangular inferior n x n

ail 0 0 ... 0 ail 0 0 ... 0
a21 G222 0 ... 0 az1 a2 0 ... 0

A= . . L . s |A|= . . L .| = a11G022033 . ..0npn
Gp1  Ap2 Gp3 ... Qpn apl  Ap2 Gp3 ... Ann
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-3 0 0 -3 0 0
A= 1 =1 0|, A= 1 =1 0]|=(=3)(-1)(6)=18
—2 8 6 -2 8 6
13.3.c) Matriz diagonal n x n
aill 0 0 0 ail 0 O 0
0 ax O 0 0 apx 0 ... 0
A= ) |A| = = 111022033 . . .0y
0 0 0 Ann 0 0 0 Ann
5 0 0 5 0 0
A=10 4 0|, |A=]|0 4 0|=0()4(3)=60
0 0 3 0 0 3

13.3.d) Matriz escalar n X n, si en la matriz diagonal se sustituye a;; por k.

5 0 0

A:

0 5 0

0 0 5

13.3.e) Matriz unidad o identidad n x n

o O =

—_

oS = O
= o O

k

0
’ |A| =

ot

’ |A| =

o O

’ ‘A| =

A=

o
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13.4. Casos particulares de matrices cuadradas

13.4.a) Si AB = BA, a estas matrices se les llama permutables, conmutativas o que conmutan.

Demostrar que A, B, son matrices permutables.

1 2 3
A= 3 2 0|, B=
-1 -1 -1
1 2 3 -2 -1
AB = 3 2 0 3 2
-1 -1 -1 -1 -1
-2 -1 -6 1 2
BA = 3 2 9 3 2
-1 -1 -4 -1 -1

—2
3
-1

o

-1 —6
2 9

-1 -4

13.4.b) Toda matriz cuadrada conmuta consigo misma y también con I, AL, = I, A.

-2 -1 -6 1 0 0 -2 -1 -6
Al3 = 3 2 9 01 0 |= 3 2 9
-1 -1 —4 0 0 1 -1 -1 —4
1 0 0 -2 -1 -6 -2 -1 -6
IsA=| 0 1 0 3 2 9 | = 3 2 9
0 0 1 -1 -1 —4 -1 -1 —4
Caso especial I3 X
1 0 T T
I3X = 0 1 T2 = T2 =X
0 0 I3 xIs
13.4.c) Si AB = —BA, las matrices se llaman antipermutables. o anticonmutativas.

13.4.d) A1 = A siendo k un ntimero natural, se llama periddica, de periodo k.

Demostrar que A, es una matriz de periodo 2, A% = A.
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1 -2 —6

A=1]1 -3 2 9

2 0 -3

1 -2 —6 1 -2 -6

AA=| -3 2 9 -3 2 9

2 0 -3 2 0 -3

1 -2 -6 -5 —6 —6
AAA=] -3 2 9 9 10 9 |=
2 0 -3 -4 -4 -3
13.4.e) A? = A, se llama idemponente.
Demostrar que A y B son idemponente.

2 -3 =5 -1
A=1 -1 4 5 |, B=| -1
1 -3 —4 -1

2 -3 -5 2 -3 -5

A*=AA=| -1 4 5 -1 4 5

1 -3 —4 1 -3 —4

-1 3 5 -1 3 5

B*=BB=| -1 -3 -5 -1 -3 -5

-1 3 5 -1 3 5

)
9
-4

1
-3

-3 -5

13.4.f) AP =0, siendo p un ndmero natural, se llama nilponente de indice p.

Demuestre que A es una matriz nilponente de indice 2, es decir A% = 0.

1 -3

A=1] -1 3

1 -3
1 -3 —4 1 -3
AA=| -1 3 4 -1 3
1 -3 —4 1 -3
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4
—4

—6

10

—4

-2

2

—6
9
-3

—6
9
-3

=A



13.4.g) Si AB = BA = I,,, en este caso B resulta ser la inversa de A y se escribe B = A~1, reciprocamente la

matriz A es la inversa de B y puede escribirse como A = B~1.
AATL = A"1A=1,,
(AB) ' =B~ tA 1
(A=) t=A4
13.4.h) A? = I,,, se llama involutiva. y su inversa es ella misma.

13.4.i) La matriz transpuesta de una matriz A de orden m x n es la matriz A* de tamafio n x m que se obtiene

permutando los renglones por las columnas.
(A1)t = A

(A+ B)t= At + B!

4 0
4 2 3
A= , A= 2 1
0 1 2
3 2
1 1 0
1 2 3 5
. 2 1 1
B = 1 1 2 2 |, B'=
3 2 2
01 2 -1
5 2 -1
13.4.j) Una matriz cuadrada es simétrica si A = A, es decir a;; = aj;.
1 -1 3 5
-1 1 2 2 .
A= , A=A
3 2 2 -1
5 2 -1 0
La siguiente suma resulta ser una matriz simetrica B + B,
3 4 . 3 4 3 -1 6 3
B= , B+B'= + =
-1 5 -1 5 4 5 3 10
13.4.k) Una matriz cuadrada es antisimétrica si A = — A", es decir a;; = —aj;, en esta matriz los elementos de
la diagonal son ceros, porque a;; = —a;; si y solo si a;; = 0.
0 1 3 -5
-1 0o 2 2
A = 5 A = _At



La siguiente suma resulta ser una matriz simetrica B — BY,

3 4 . 3 4 3 -1 0 5
, B-B'= - =
-1 5 -1 5 4 5 -5 0

B =

13.4.1) Se dice que A es una matriz singular si [A| =0

Pruebe que la matriz A es singular

3 3 6 1
-1 1 2 2
A:
3 2 4 -1
0 2 4 0
Tenemos que probar que |A| =0
3 3 6 1
-1 1 2 2
Al =
3 2 4 -1
02 4 0
1 2 2 -1 2 2
Ap =D 2 4 —1|=0, A=) 3 4 —1 |=-20,
2 4 0 04 0
-1 1 2 -1 1 2
A= (-3 3 2 —1|=10, Au=(-D)""| 3 2 4|=0
0 2 0 0 2 4

|A| =a11411 + a12A12 + a13413 + a14414 = 3(0) + 3(—20) + 6(10) + (1)(0) =0.

13.4.1. Ejercicios

13.4.1.a) Determine para que valores de x la matriz A es singular:

Tz —4 4
3 -2

A:
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13.4.1.b) Para que valores de k, si existen, se cumple la siguiente igualdad AB = BA, si A y B son:

2 5 4 -5
A= . B=

-2 1 3 k

13.4.1.c) Demuestre que B'AB es una matriz simétrica si:

1 -1 1 0 -2
-1 1 -1 3 0
13.4.1.d) Demostrar que A2 —4A — 51 =0
1 2 2
A= 2 1 2
2 21
13.4.1.e) Demostrar que A% — 242 —94 =0
2 1 3
A= 1 -1 2
1 2 1
_— + A" A- At
13.4.1.f) Dada A, construya una matriz simétrica y una antisimétrica, de la siguiente manera 5 y SR

0 11
A=11 -1 2
2 0 1

13.5. Calculo de la inversa de una matriz usando cofactores

Inversa = matriz de cofactores de A traspuesta (A4;;)" entre el determinante de A.
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a1

a1

am1

@12 A1n
a22 A2n
m?2 Amn

Al 1 A12 Aln
A21 A22 A2n
Anl An2 Ann

Ejemplo 13.5.a) Calcule la inversa si existe de la siguiente matriz.

Calculemos primero el determinante

Ay = (-1)"10] = 0,
Age = (—=1)272]0| = 0.

Al =

A = (1)1 = -1,

|A] = a11A11 + a12412 = 0[0] — 1|1] = -1
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A Ay Ana
A12 A22 A71,2
— —
Aln A2n Ann
Ay Ay An1
A12 A22 An2
Aln A2n Ann
= Ail
All A21 Anl
App Ago Ap2
Aln A2n Ann
Ay = (=1)*H1] = —1,
0 —1
-1 0 0 1 .
— = =A
—1 10
0 1 1
1 0 0



Ejemplo 13.5.b) Calcule la inversa si existe de la siguiente matriz.

2 4 3
A=10 1 -1
3 5 7
Calculemos primero el determinante.
2 4 3
[Al=]0 1 -1
3 5 7
1 1 0
Ay = (-1)'*! =12, Ap = (-1
5 7 3
A13 _ (_1)1+3

4 3 2
Ay = (—1)**! =—13, Ay = (-1)**?
5 7
A23 _ (_1)2+3
4 3 2
Az = (—1)*! =7, Az = (-1
1 -1 0
A13 _ (_1>3+3
2 4 3 12 -3 -3 12
A=]101 -1 | = -13 5 2 | =1 -3
3 5 7 -7 2 2 -3
12 —-13 -7
-3 5 2
4 -13/3
-3 2 2
—> = —
3 1 5/3
-1 2/3
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-1 2/3  2/3
3 100
-1 |=f010
7 00 1

4 -13/3 —7/3
-1 5/3 2/3

2 4 3 4 —13/3 -7/3
AAT ' =A""4A=[ 0 1 -1 -1 5/3 2/3 |=
2 4
0 1
-1 2/3  2/3 35

Calculemos primero el determinante.

Al =
-2 10 2 5
-1 6 1 3
-12 -2 —6 3 _92 —6
All = (_1)1+1 10 2 5| = O, A12 = (—1)1+2 92 2 5 | =—1,
6 1 3 -1 1 3
3 —12 —6 3 —12 -2
A =(-1)"3| 2 10 5 [=0, Au=(-1)"|_2 10 2|[=2
-1 6 3 -1 6 1

|A] = a11 411 + 12412 + a13413 + a14A414 = 1(0) — 3(—1) + 0(0) + —2(2) = —1, el célculo de

los cofactores restantes se dejan al lector.
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13.6.

Calcule la inversa, si existe, de:

13.6.a)

0 -1
-1 1
N
0 2
-2 =2
0 -1
-1 1
0 -1 -3
2 -2 -3

o O

o O =

6/1 0 0
6/0 1 0
2100 0 1
0 0
10 |—
0 1
0 0
~1/3 0 | —
—5/3 1
7/3 -1
—11/3 2 |,
5/3 —1

o O =

2 0 -1
1
.
0 -1
2 2 9
0 1
a1 =
N
2 2
0 2 1
2| | o
3 3| | o
3 2 0

1 2
4 5
3 1

3
2
—11

-1
2

Inversa de una matrix, usando el método de Gauss-Jordan.

301/2 0
6| 0 1
-2 0 0
1/2 0
2/3 —1/3
—3/2 0
-5/6  2/3
2/3 —1/3

1| -11/6 5/3

—8/3  7/3 -1
13/3 —11/3
~11/6  5/3 -1

S O = O
S = O O
= o o O

—_

o O




2 4 6 —-8/3  17/3
AAT' =14 5 6 13/3 —11/3
31 -2 ~11/6  5/3
13.6.b)
2 8 6 2 8 61 00
A=14 2 =2 |=>|4 2 —2/0 1 0
3 -1 1 3 -1 1|0 0 1
1 4 3] 1/2 0 0 1
=10 -14 —14] -2 10]|=>|o0
0 —13 —8|-3/2 0 1 0
1 0 —1|-1/14  4/14 0 1
=101 1| 2/14 -1/14 0 [=] 0
00 5| 5/14 —13/14 1 0
100 0 1/10 1/5
-1 01 0|1/14 870 -1/5 |, A'=
0 0 1|1/14 -13/70 1/5
2 8 6 0 1/10
AAT =4 2 -2 1/14  8/70
3 -1 1 1/14 —13/70
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-1 100
2 =101 0
~1 00 1
1 4 3[1/2 0 0
=4 2 -2 010
3 -1 1| 0 0 1
4 3] 1/2 0 0
1 1]2/14 —1/14 0
13 8| —3/2 0 1
0 —1|-1/14  4/14 0
1 1] 2/14 -1/14 0
0 1| 1/14 —13/70 1/5
0 1/10 1/5
1/14  8/70 —1/5
1/14 —-13/70  1/5
1/5 100
~1/5 |=]0 1 0
1/5 00 1




14. Determinantes

ail a2 ... A1n

a21 a2 ... a2n
Al =

Am1 Am2 ... Amn,

Si tomamos el primer renglén para calcular este determinante de n x n seré:

|A| =a11411 + a1+ - + a1, A1n,

pero si tomamos el i-ésimo renglén sera:

|A| = ainAi + ainAia + - - + ainAin,

pero si tomamos la j-ésima columna sera:

|Al = a1 Arj + agj Az + -+ + anjAnj,

donde el A;; se calcula de la siguiente manera: 4;; = (—1)""7M;;, donde el M;;, es el menor complementario,
es decir el dererminante de un orden menor que resulta al quitar el i-ésimo rengléon y la j-ésima columna del

determinante original.

14.1. Ejemplos

Ejemplo 14.1.a) Calcular el siguiente determinante.

1 15
|A| = =a11 A1 FapAp =1 (1) %2 4155 (=1)"? x4 =2 -60 = —58
4 2

Ahora usando la segunda columna:

|A] = a12A12 + agn Aoy = 15 % (—1)>T1 x4 + 2% (=1)?2T2x 1 = —60 + 2 = —58

Ejemplo 14.1.b) Calcular el siguiente determinante.

2 4 3
[Al=10 1 -1
3 5 7
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A = (—1)1+1 =12, A;p= (—1)1+2 = -3,
5 7 3 7
0 1

Az = (-1 =-3
3 5

Usando el primer renglén:

|A| = a11 411 + a12412 + a13413 = 2(12) + 4(—3) + 3(-3) = 3.

0 1 2 4
Az = (-1)'*? =-3, Ay = (-1 =2,
3 5 3 5
2 4
A33 _ (_1)3+3 =92
0 1

Usando la tercera columna.

|A| = a13A13 + aggAaz + aszzAsz3 = 3(—3) — 1(2) +7(2) =3

Ejemplo 14.1.c) Calcular el siguiente determinante.

1 35 2
0 -1 3 4
Al =
2 19 6
3 2 4 8
-1 3 4 0 3 4
A=D1 1 9 6|=-92, Ap=(-1D)"*%]2 9 ¢ |=10,
2 4 8 3 4 8
0 -1 4 0 -1 3
A=D1 2 1 6|=2 Au=(-D)""2 1 9|=16
3 28 3 2 4

|A| =a11411 + a12A12 + a13413 + a14A14 = 1(—92) + 3(70) + 5(2) + 2(16) = 160.
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14.2. Propiedades de los determinantes

Propiedad 14.2.a) Si en un determinante los elementos de todo un renglén o toda una columna son todos ellos

igual a cero entonces el determinante también es cero.

0 00 0
0 -1 3 4
Al =
2 196
3 2 4 8
-1 3 4 0 3 4
A=D1 9 6| =-92, Ap=(-1D)'"?|2 9 ¢ |=T10,
2 4 8 3 4 8
0 -1 4 0 -1 3
A=D1 2 1 6|=2 Au=(-D)"2 1 9|=16
328 32 4

|A| = a11A11 + a12A12 + CL13A13 =+ a14A14 = 0(792) =+ 0(70) + 0(2) =+ 0(16) = O
Propiedad 14.2.b) Sean A, B dos matrices de (n x n) entonces |AB| = |A||B|, de aqui se deduce una relacién

1
importante |[AA~!| = |A||A7!| = 1, por lo tanto, |[A7!| = AT,

Al=-2, |Bl=-1, |A|B|=2, |AB|=2

Propiedad 14.2.¢) Si un renglén o columna de un determinante se multiplica por ¢, entonces |A|, se multiplica

por ¢, es decir c|A|.

ai1 a2 ... A1n a1 a2 ... A1n a1 a2 ... A1n
agy a99 N aAon, Cag1 Ca22 N CQ2on a1 a99 N aA2n,

|A| = : oo 10l = : S L =c : S .| =clA]
aml Am2 ... (mn am1  Am2 ... (mn am1 Am2 ... (mn
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Ejemplo:

2x1 2x3
|A] = = —10, = ,
4 2
Propiedad 14.2.d) Sea
ail aig ... Qa1j ... Q1 ail
a1 aszy ... a2; ... Q2p a1
|Al = . S . oo |s IBl=
Am1 Am2 ... Qpj .. 0mn Am1
a1 aiz ... ay;+ by
a1 a9 e @24 + blj
ICl =
Aml Qm2 ... Qpj + blj

Entonces: |C| = |A| + |B|

|C| = (a1j 4+ b1j) A1 + (azj + baj)Azj + - + (anj + bnj) Anj

1%x2
4 % 2

a12

a22

Am2

.. Q1n

... A2p

. OUmn

=20

.. Q1n

... Qa2n

. Qmn

(O] = a1jAvj + azjAzj + -+ anjAnj +b1jArj + boj Az + -+ + bujAnj = |A] + | B

1 3
Al = =10, [B|=
4 2
1 3+5 1
4 244 4

Entonces: |C| = |A|+ |B| = —10 — 16 = —26

-1 3 4
Al=| 1 9 6 |=-92, [B|=
2 4 8
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1

=16

= —26
3 1
9 2
4 3

2

— —30




—1 3 4+1 -1 3 5
ICl=] 1 9 642 |=| 1 9 8 |=-122
2 4 8+3 2 4 11

Entonces: |C| = |A| + |B] = =92 — 30 = —122
Propiedad 14.2.e) El intercambio de cualquiera dos renglones o columnas de un determinante |A|, tiene el efecto

de multiplicar el derminante por —1.

-1 3 19 3 -1

1A = = 12, = =12
19 -1 3 9 1
-1 3 4 -1 4 3 2 4 8
Al=] 1 9 6 |=-92 16 9= 19 6[=92
2 4 8 2 8 4 -1 3 4

Propiedad 14.2.f) Si |A| tiene dos renglones o columnas iguales entonces |A| = 0.

-1 3 1 1
:’ :0
-1 3 -1 -1
-1 3 4 -1 3 3 2 4 8
-1 3 4 |=0, 19 9|=0, 1 9 6|=0
2 4 8 2 4 4 1 9 6

Propiedad 14.2.g) Si un renglén o columna de |A|, es un miltiplo escalar de otro renglén o columna, entonces:

|A| = 0.
-1 -3 11
207 :0
-1 -3 8 8
-1 3 12 -1 3 3 2 4 4
-1 3 12 | =0, 1 9 9|=0, 1 9 21=0
2 4 16 -3 9 9 19 2

Propiedad 14.2.h) Si se suma un miltiplo escalar de un renglén o columna a otro renglén o columna de un

determinante, su valor no cambia.
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-1 3 3

19 2|=-34
2 41

Multipliquemos la primera columna por tres y sumémosla a la tercera.

-1 3 3-3 -1 3 0
19 243 |= 1 9 5 |=-34
2 4 146 2 47

Multipliquemos el tercer renglén por dos y sumémoslo al primero.

-1 3 3 -1+4 3+8 3+2 3
1 9 2 |= 1 9 2 |1=1]1
2 4 1 2 4 1 2
14.2.1. Ejemplos
Ejemplo 14.2.1.a) Calcular el valor del siguiente determinante.
0 a 0O a 0 0 O
b 0 0 O 0 b 0O
4] = - - = (-1)(-1)
0 0 0 ¢ 0 0 0 ¢
0 0 d O 0 0 d 0
Ejemplo 14.2.1.b) Calcular el valor del siguiente determinante.
-2 -1 5 2
3 1 6
0 3 16
4] = =20 4 0=
0 0 4 0 0 7
0 0 7
0o 0 0 7

= abed

o o o 8

o o ot O
o

_Q O O O

Se pudo haber hecho directamente por ser una matriz triangular superior.

Ejemplo 14.2.1.¢c) Calcular el siguiente determinante.
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Al =

14.3.

Ejercicio 14.3.a)

Ejercicio 14.3.b)

w O W W N

N O N

0 4 1
-1 2 0
-2 5 1 |=
4 -1 6
1 -1 1
=(-1)=(-1)
= (=1)(-1)

Ejercicios propuestos

NSO N Ot

o O O O
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0 4 1 -1 2
-1 20 1 3
-1 3 1|=(-1 1 0
4 -1 6 0 0
2 -3 1 1 0
0 4 1
5
6 1
1+1 2
7 2 | =(-1)(-1)
0
4 -1 6
2
2 1 2
6 1 -1 5
7 2 0 -3
= (=1)(=1)
-1 6 0 20
1 2 0 12
-3 1 1
(—D(=1)(=D(=1)"*"| 20 —23 10
12 13 4
b 0 0
d O 0 :a2d2—b202
a —b
c d
00 00
0 b 0 0
0 0 0 ¢ |=abcde.
0 0 d O
e 00 0

—23
13

10

- o = O

NS N




15. Solucion de sistemas de ecuaciones

15.1. Método de la inversa de una matriz

Ejemplo 15.1.a) Resolver el siguiente sistema:

T+ y=2

2z — 3y =4

Este es un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, si su determinante es diferente de
cero, entonces tiene solucién tnica. Geométricamente significan dos rectas en el plano, que se

intersectan en un punto, encontrar sus coordenadas es nuestra tarea.

1 1
2 -3

=540

Entonces el sistema tiene solucién tnica, escribamos nuestro sistema en forma matricial.

1 1 T 2
2 -3 Y 4
Sea,
1 1 T 2
A= , X = y B=
2 =3 Y 4

Entonces podemos escribir este sistema como

AX = B,

multipliquemos en ambos lados por la izquierda por A~}

ATAX = A-'B,

recordando que

B 10
AT A=
0 1
y que
1 0 T T
0 1 Y Y
3/5 1/5 2 2 x
- - , de donde, z =2, y =0,
2/5 —1/5 1 0 y
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con

e 3/5 1/5
2/5 —1/5
Ejemplo 15.1.b) Resolver el siguiente sistema:
z+3y =-1
20— y= 5

Este es un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, si su determinante es diferente de
cero, entonces tiene solucion tnica. Geométricamente significan dos rectas en el plano, que se

intersectan en un punto, encontrar sus coordenadas es nuestra tarea.

1 3
2 -1

= —T#0

Entonces el sistema tiene solucién tinica, escribamos nuestro sistema en forma matricial.

1 3 T -1
2 -1 Y 5
Sea
1 3 T -1
A= , X = y B=
2 -1 Y 5

Entonces podemos escribir este sistema como

AX = B,

multipliquemos en ambos lados por la izquierda por A~!

A-TAX = A1B,

recordando que

= 1 0
AT A=
0 1
y que

1 0 T T
0 1 Y Y

/7 3/7 -1 2 x

= = ,de donde, z =2, y=—1,
2/7 —=1/7 5 -1 Y
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17 3)7
2/7 —1/7

AT =

Ejemplo 15.1.c) Resolver el siguiente sistema:

20 +4y+32 = 0
Oz+ y— 2z =-2

3x+5y+7z = 4

Este es un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas, si su determinante es diferente de
cero, entonces tiene solucion unica. Geométricamente significan tres planos en el espacio, que

se intersectan en un punto, encontrar sus coordenadas es nuestra tarea.

2 4 3
0 1 —-1|=3#0
3 5 -7

2 4 3 T 0
01 -1 y | =1 -2
3 b =7 z 4
Sea
2 4 3 T 0
A=|o01 -1 |, X=| y |, B=| -2
3 5 -7 z 4

Entonces podemos escribir este sistema como

AX = B,

multipliquemos en ambos lados por la izquierda por A~}

A-TAX = A1B,

recordando que

=
-
b
I
o O =
(= S
= o O

129



Yy que

1 0 0 T T

0 1 0 y1=1Y

0 0 1 z z
4 -13/3 -7/3 0 -2/3
-1 5/3 2/3 -2 | =1 —-2/3
-1 2/3 2/3 4 4/3

de donde, = =-2/3, y=-2/3, 2=4/3, con

4 —13/3 -7/3
A= -1 5/3 2/3
-1 2/3  2/3

Ejemplo 15.1.d) Resolver el siguiente sistema:

20 +4y+62 = 1
4x + 5y + 6z = —2

3r+ y—2z = 3

Calculemos el determinante del sistema.

2 4 6

4 5 6|=3#0

3 1 =2
-8/3 7/3 -1 1 —-31/3
13/3 —11/3 2 -2 | = 53/3
—11/6 5/3 —1 3 —49/6

de donde, = = -31/3, y="53/3, 2 = —49/6, con

—8/3  7/3 -1
A = 13/3 —11/3 2
~11/6  5/3 —1

Ejemplo 15.1.e) Resolver el siguiente sistema:
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1 — 3(E2+0£U3—2£C4 = 2
3x1 — 1229 — 223 — 624 = —1
—2x1 + 1029 + 223 + 524 = 0

—x1+ 6xo+ x3+3x4 =—1

Este es un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas, si su determinante es diferente

de cero, entonces tiene solucién tnica.

1 -3 0 -2
3 —-12 -2 -6
-2 10 2 )
-1 6 1 3

=—1#0

Entonces el sistema tiene solucién 1nica, escribamos nuestro sistema en forma matricial.

1 -3 0 -2 T 2

3 —-12 -2 —6 To -1

-2 10 2 5 T3 0

-1 6 1 3 T4 -1

Sea,

1 -3 0 -2 T1 2
3 —-12 -2 -6 To -1

A= , X = , B=
-2 10 2 5 T3 0
-1 6 1 3 T4 -1

Entonces podemos escribir este sistema como

AX = B,

multipliquemos en ambos lados por la izquierda por A~!

A7TAX = A7'B,

recordando que

1000
|0t
0010
0001
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y que

1 0 0 0 1 T
01 00 T2 | | 72
00 10 T3 3
0 0 0 1 Ty T4
0 1 0 2 2 -3
1 -1 =2 2 -1 1
0 1 3 -3 0 2
-2 2 3 -2 -1 —4
de donde, z1 = -3, zo =1, z3 =2, 4 = —4 con
0 1 0 2
41— 1 -1 =2 2
0 1 3 -3
-2 2 3 -2
15.2. Meétodo de Cramer
Ejemplo 15.2.a) Resolver el siguiente sistema:
r+3y =—1
2c— y= 5
Calculemos el determinante
=—-T#0
-1
-1 3 1 -1
5 -1 —14 2 5
1 3 - 1 3
2 -1 2 -1

Ejemplo 15.2.b) Resolver el siguiente sistema:

3$1 — 21‘2 =—-11

2{E1 + 5%2 = 20
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Calculemos el determinante

=19+#0
5
-1 -2 3 -11
20 ) —15 2 20
3 -2 9 3 -2
2 5 2 5

Ejemplo 15.2.c) Resolver el siguiente sistema:

Calculemos el determinante

0 4 3
—2 1 -1
4 5 =7 -2
. -2
2 4 3 3
0 1 -1
3 5 —7

Ejemplo 15.2.d) Resolver el siguiente sistema:

Calculemos el determinante

20 +4y+3z2 = 0
Oz + y— =z

3z+5y+7z = 4

2 4 3
0 1 —1]=3#0
3 5 -7

2 0 3

0 -2 -1

3 4 -7 _9
y= =0 2=

2 4 3

0 1 -1

3 5 -7
2r + 8y +6z = 20
dr+2y —22 = — 2

3r— y+ =z = 11

2 8 6
4 2 -2 |=-140#0
3 -1 1
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2 3
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3 -7
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20 8 6 2 20 6
-2 2 -2 4 -2 =2
11 -1 1 —9280 3 11 1 140
v VT R ST
2 8 6 - 2 8 6 -
4 2 =2 4 2 =2
3 -1 1 3 -1 1
2 8 20
4 2 =2
3 -1 11 —560
°T = a4
2 8 6 o
4 2 =2
3 -1 1

15.3. Sistemas homogéneos

Ejemplo 15.3.a) Resolver el siguiente sistema:

1‘1—21‘2:0

Tx14+ 522 =0

Calculemos el determinante

=19#0
5

Estas son dos rectas que se intersectan en el origen (0,0), por lo tanto el sistema tiene solucién
Unica, porque el determinante es diferente de cero, en el caso que el determinante sea igual a

cero, sera la misma recta para las dos ecuaciones, y el sistema tendra soluciones infinitas.

Ejemplo 15.3.b) Resolver el siguiente sistema:

20 4+ 8y +6z2=0
dr+2y—22=0

3r— y+ z=0
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15.4.

Calculemos el determinante

2 8 6
4 2 -2 |=-140#0
3 -1 1

Estos son tres planos que se intersectan en el origen (0,0,0), por lo tanto el sistema tiene

solucion unica, porque el determinante es diferente de cero.

En el caso que el determinante sea igual a cero, se presentan dos posibilidades en las que ambas

soluciones son infinitas:

a) Las tres ecuaciones representan el mismo plano.

b) Dos ecuaciones representan un mismo plano y la tercera representa otro plano, cuyas inter-

secciones seran los puntos de una linea recta que pasa por el origen.

En estos dos casos se debe usar el metodo de Gauss-Jordan.

Ejercicios

Resuelva los siguientes sistemas usando el metodo de Cramer y el de la inversa, compare sus resultados y

sustituyalos en cualquiera de las ecuaciones del sistema y vea si su resultado satisface la ecuacion escogida:

15.4.a)

15.4.b)

15.4.c)

r+3y =—-1
20— y= 5
3z — y =—5
r+Ty = 1
T+y=

r—y=2
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15.4.d)

15.4.e)

15.4.f)

15.4.g)

15.4.h)

15.4.i)

15.4.j)

2014+ x24+ x3 = 6
3‘%1—2{[2—3$3 =5

81}1 + 2582 + 5$3 =11

201 + 220+ x3=7

29 23
1 +229+ 23=0 respuesta (7, —5 E)
—x1 + I2+3I3:1
21’1 + X0 — I3 = 4
331
1 + x3=2 respuesta (5, 3 5)
—T9 + 51‘3 =1
T +x3 = 8
— ro—x3 = 3 respuesta (23,12, —15)
Xr1 — 2132 =-1
2z4+ y=0
8x — by =0
xr1 + To + T3 — 0

respuesta (2,5, —3)

7581 - 21’2 - 10133 = 0

T, + 2229 + 1523 =0

2x1 4+ 2224+ x3=0

Ty 4+ 29+ a3 =0

—x1+ 2+ 3x3=0
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16. Vectores en R’y R?

En el presente capitulo se discutiran las propiedades bésicas de los vectores en el plano xy y en el espacio real

de tres dimensiones.

16.1. Vectores en el plano

R? es el conjunto de vectores (r1,72) con x; y xo niimeros reales. Como cualquier punto en el plano es un
vector en R?, y viceversa, los términos plano y R? con frecuencia son intercambiables. Sin embargo, para
muchas aplicaciones fisicas (incluyendo las nociones de fuerza, velocidad, aceleracién y momento) es importante

pensar en un vector no como un punto sino como una entidad que tiene magnitud y direccion.

Sean P y @ dos puntos en el plano. Entonces el segmento de recta dirigido de P a @, denotado por ]@, es el

segmento de recta que va de P a Q.

) Q 1 Q
Los segmentos de recta dirigidos
]@ Yy Q? apuntan hacia direc-
ciones opuestas. P . x P -
o] ' o
—> —
a) PQ b) op

El punto P en el segmento de recta dirigido ]@ se denomina punto inicial del segmento y el punto @ se
denomina punto terminal. Las dos propiedades més importantes de un segmento de recta dirigido son su
magnitud (longitud) y su direccién. Si dos segmentos de recta dirigidos tienen la misma magnitud y direccion,

se dice que son equivalentes sin importar en dénde se localizan respecto al origen.

Un conjunto de segmentos de recta dirigidos / /

equivalentes. e y 0 i
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16.1.1. Definiciéon geométrica de un vector

El conjunto de todos los segmentos de recta dirigidos equivalentes a un segmento de recta dirigido dado se llama

vector. Cualquier segmento de recta en ese conjunto se denomina una representacién del vector.

16.1.2. Definicion algebraica de un vector

Un vector ¥ en el plano xy es un par ordenado de nimeros reales (a,b). Los niimeros a y b se denominan

elementos o componentes del vector ¥. El vector cero corresponde a (0,0).

16.1.3. Magnitud y direccién de un vector

Ria, b)

o et
.

La magnitud de un vector, |7|,
con coordenada x igual a a
y coordenada vy igual a b es
Va2 +b2. La direccién estd da-
da por el dngulo 0 através de

tan(f) = b/a.

o I ———.

1r
=

16.1.4. Multiplicacién de un vector por un escalar

Magnitud de Qv

Multiplicar un vector por un escalar diferente de cero tiene el efecto de multiplicar la longitud del vector por el

valor absoluto de ese escalar.
Direccién de oV

Direccién de a @ = direccién de ¥, si a > 0 Direccién de a ¥ = (direccién de 7) +msia<O.

138



16.1.5. Suma y resta de vectores

(a, + a,. b, + b))
La regla del paralelogramo para

sumar dos vectores: se unen sus
colas para construir un paralelo-
gramo. La resultante serd la dia-
gonal que parte de la union de las

colas.

La Desigualdad del tridangulo establece que la magnitud de la suma de dos vectores siempre es menor o

igual a la suma de sus magnitudes: | @ + 7 |<| W |+ | ¥ |.

La resta de vectores W — U tiene
la misma magnitud que la resta

v - 7, pero sus direcciones son

opuestas.

a) b)

16.1.6. Vectores unitarios

Existen dos vectores especiales en R? que permiten representar otros vectores en el plano de una forma conve-
niente. Se denota el vector (1,0) por el simbolo 7 y el vector (0,1) por el simbolo j. Si ¥ = (a,b) es cualquier
vector en el plano, entonces como (a,b) = a(1,0) +b(0, 1), se puede escribir T =ai+ b}, por lo cual se dice que

iy j forman una base en R2.
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-r{fl]}

Los vectores unitarios i y j.

ot

— - X
1, 0)

=

Un vector unitario es un vector con magnitud 1. Si & = ai+bj es un vector unitario con direccién 6, entonces

| % |=va®+ b2 = 1. Por lo que a = cos() y b = sen(f), esto es, & = cos(8)i + sen(6)7.

El punto terminal de un wvector
unitario que tiene su punto ini- v

cial en el origen se encuentra

sobre el circulo unitario (circulo

centrado en el origen con radio

1).

16.1.7. Producto escalar

Si W = (a1,b01) y v = (az,b2), se define el producto escalar de estos vectores como U -V = ajas + bibe. En

particular se cumple que ¥ - ¥ =] K |2

El angulo ¢ entre dos vectores vectores 0 y 7, diferentes de cero, esta definido como el angulo no negativo més
pequetio entre las representaciones de u y v que tienen el origen como punto inicial. Si U =at, para algin

escalar «, entonces ¢ =0sia >0y ¢ =7 si a<0.
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'1.1

El dngulo ¢ entre dos vectores.

1

Lol

Sean U y ¥ dos vectores diferentes de cero, y sea ¢ el &ngulo entre ellos, entonces @ - ¥ =| @ || ¥ | cos(¢).
Ejemplo: Encuentre el angulo entre los vectores U =2+ 33 y v = 77?+3.

Solucién:

U =(2)x (=T + )+ (1) =11, | T |= V(22 + () = V13, | 7 |= V/(=7) + (1)? = V50.

Sustituyendo: —11 = 1/13v/50 cos(¢), de donde cos(¢) = \;% ~ 0.431455497. Despejando ¢ ~ 115.55°.

16.1.8. Vectores paralelos

Dos vectores diferentes de cero son paralelos si el angulo entre ellos es cero. Observe que los vectores paralelos

tienen la misma direccién o direcciones opuestas.
Ejemplo: Demuestre que los vectores U =2 — 33 y Vo= —4i+ 63 son paralelos.

Solucién:

T = (2 (—4) + (=3) x (6) = =26, | T |= V2P + B = VI3, | ¥ |= /(=7 + (0)7 = v/52.

Sustituyendo: —26 = 1/13v/52 cos(¢), de donde cos(¢) = % = —1. Despejando ¢ = m = 180°.
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16.1.9. Vectores Ortogonales

Dos vectores U y 7, diferentes de cero, son ortogonales (o perpendiculares) si el 4ngulo entre ellos es /2 = 90°,

porloqueﬁ-?zo.
Ejemplo: Demuestre que los vectores U =3i+ 43 y V= —4i+ 3} son ortogonales.

Solucién:

UV = (3) % (—4) + (4) % (3) = 0.

16.1.10. Proyeccién

Sean U y o dos vectores diferentes de cero. Entonces la proyeccién de U sobre U es un vector denotado por

proyvﬁ, que se define por

°-

proyU7 = m?

La componente de % en la direccién de ¥ es un escalar dado por % Obsérvese que ¥/ | ¥ | es un vector

unitario en la direccién de .

Ty proyU7 tienen la misma di-
reccion si @ - U > 0.

Ejemplo: Sean U =2+ 3}'\ y o :€—|—E, calcule la proyvﬁ.
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Solucién:

T =(2)5 (1) + (3 +
Sustituyendo: proyU7

o~

1) =517 [*= (1) + (1)* = 2.
7+ 37

N\Cﬂ

16.1.11. Ejercicios

16.1.11.a) Encuentre la magnitud y direccién del vector dado:

1) (2,2V/3) 4, 60°.
) (—2v/3,2) 4, 150°.
1) (—2 2V/2, 225°.
) (6,—6) 6v/2, 315°.
16.1.11.b) Sean U = 2 —3j y ¥ = —4i + 6}, encuentre:
) U+ -2+ 33
n -7 67 — 97
m) 84 — 37 281 — 42]
) 47 — 67 —281 + 425
16.1.11.c) Sean U =2i— 33 y ¥ =i+ 23, encuentre un vector unitario que tenga la misma direccién que:
1) 27 — 37 \/% - \}%
n w4+ % - %

16.1.11.d) Encuentre un vector que tenga la magnitud y direccién dadas:

D) |V |=2,0=n/4 T =2+ V2]
n) | 7 |=6,0=2x/3 U = —3i+3V3j.

16.1.11.e) Calcule el producto escalar de los dos vectores y el coseno del dngulo entre ellos:

) U =2+5j; ¥ =5i—2j 0, 0.
N 7 =-3i+4j; v=-2i—7j -22, =2,
m) W =—5i; U = 18] 0, 0.

16.1.11.f) Determine si los vectores dados son ortogonales, paralelos o ninguno de los dos:

1) ¥ =3i+5j; U =—6i— 10j paralelos.
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n) U= 2% —3j; U =—9i+6j ninguno de los dos.

111) U =2+ 3}; U= —6i+ 4/]'\ ortogonales.
16.1.11.g) Sean o = —2i+5jy U = ai — 2j. Determine o tal que:

1) 0 y 7 son ortogonales a = —>.

1) @ y ¥ son paralelos a=4/5.

16.2. Vectores en el espacio

Cualquier punto en el plano se puede representar como un par ordenado de niimeros reales. De manera anéloga,

cualquier punto en el espacio se puede representar por una terna ordenada de ntimeros reales (a, b, c).

Sistema de coordenadas cartesia-

nas.

L )
St

Los tres ejes en nuestro sistema determinan tres planos coordenados, que se denominan plano zy, plano xz
y plano yz. Se puede describir cualquier punto P en R? de una sola manera: P = (x,v,2). En este sistema los

tres planos coordenados dividen al espacio R? en ocho octantes.

El sistema coordenado que se acaba de establecer con frecuencia se conoce como sistema de coordenadas

rectangulares o sistema de coordenadas cartesianas.
Distancia entre dos puntos

Sean P = (x1,y1,21) y Q = (w2,%2,22) dos puntos en el espacio. Entonces la distancia PQ entre P y @ estd

dada por

PQ=/(z1—22)>+ (y1 — 12)2 + (21 — 22)2
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Ejemplo: Calcule la distancia entre los puntos P = (3,-1,6) y @ = (—2,3,5).
Solucién: PQ = /[3 — (=2)]2 + (=1 — 3)2 + (6 — 5)2 = V/42.

16.2.1. Vectores en R3

Sean P y @ dos puntos distintos en R3. El segmento de recta dirigido 1@ es el segmento de recta que se
extiende de P a ). Dos segmentos de recta dirigidos son equivalentes si tienen la misma magnitud y direccién.
Un vector en R? es el conjunto de todos los segmentos de recta dirigidos equivalentes a un segmento de recta
dirigido dado, y cualquier segmento dirigido ]@ en ese conjunto se llama una representacién del vector. Por

conveniencia, se elige P en el origen para poder describir el vector v = Pﬁ mediante las coordenadas (z,y, z)

del punto Q. Entonces la magnitud de ¥ se representa por | ¥ |= V(@) + ()2 + (2)2.

Ejemplo: Sea ¥ = (1,3, —2). encuentre | ¥ |.
Solucién: | 7 |= /(1) + (3)2 + (—2)2 = VI4.

16.2.2. Operaciones con vectores
Dados los vectores U = (x1,91,21) ¥ v = (22, Y2, 22), se cumple que:

= Suma de vectores:

U+ T = (x1 + 22,91 + Yo, 21 + 22).

= Mutiplicaciéon de un vector por un escalar a:

Q= (azxq, ayr, azy).

» Producto escalar de dos vectores

7'7:$1*$2+y1*y2+21*2’2.

16.2.3. Vector unitario y cosenos directores

Un vector unitario @ es un vector con magnitud 1. Los vectores unitarios i = (1,0,0), 7 = (0,1,0) y k= (0,0,1)

forman la base para describir cualquier vector en R>.
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Si ¥ es un vector diferente de cero, entonces u = o /| o | es un vector unitario que se usa para denotar la

direccién de .

Sea U = (z0, Y0, 20) y sean «, B y 7 los dngulos que forma 7 con los ejes cartesianos x, y y z, respectivamente.

Entonces @ = ( Lo 4o =0 ) tiene coordenadas que corresponen al producto escalar de
\/zg+y§+z8’ \/:L’g+yg+zg ’ \/$g+y8+z§

u con los vectores unitarios i, j, k, respectivamente. Por esta razon, las componentes de u reciben el nombre

de los cosenos directores de U, ya que en efecto cos(a) = xo/r/22 + Y& + 22, cos(8) = yo/\/22 + Y2+ 22 y

cos(y) = zo/\/xd + yi + 2¢.

Ejemplos:

16.2.3.a) Encuentre un vector unitario que tenga la misma direccién que v = (2,4,-3).

Solucién: Como | ¥ |= /(2)2 + (4)2 + (—3)% = V29, U = (2/v/29,4/v/29, —3/+/29).

16.2.3.b) Encuentre los cosenos directores del vector v = (4,-1,6).
Solucién: Como | ¥ |= V(4)2 + (—=1)2 + (6)2 = v/53, cos(a) = 4/v/53 ~ 0.5494,
cos(B) = —1/v/53 ~ —0.1374 y cos(7) = 6/v/53 ~ 0.8242.

16.2.3.c) encuentre un vector ¢ de magnitud 7 cuyos cosenos directores son 1/v/6, 1/v/3 y 1/v/2.

Solucién: ¥ =| 7 | @ =7(1/v/6,1/v/3,1/v/2) = T& + Tk + TE.

16.2.4. Vectores paralelos, ortogonales y proyecciones

Estas definiciones en R? se siguen de manera andloga a lo presentado para R:

= Dos vectores son paralelos si el angulo entre ellos es de cero, es decir, uno es proporcional al otro.

= Dos vectores son ortogonales si el 4ngulo entre ellos es de 90° = /2 radianes. Esto es, el producto escalar

de los dos vectores es cero.

= Sean U y 7 dos vectores diferentes de cero. Entonces la proyeccién de U sobre U es un vector denotado

por proyvﬁ = %7

16.2.5. Producto cruz

Es importante recalcar que el producto cruz de dos vectores sélo estd definido en R3.

146



Sean U = al/i\—i— b1 3 + k y T = agli\—f— bg} + ¢ % dos vectores diferentes de cero. Entonces el producto cruz

(o producto vectorial) de U y U, denotado por @ x U, es un nuevo vector definido por

7 X 7 = (blcg - Clbg)/’i\-i- (01a2 - alcg)lj\—i— (albg - blag)/k\/’

Note que el resultado del producto cruz es un vector, mientras que el resultado del producto escalar es un

escalar.

El producto cruz también se puede calcular por medio del determinante

0 /j\ E b b
-~ 1 G ~] a € ~ ai 1
U x U = ap, by e | =1 +J +k
by o az C2 az by
az by

Pk 4 =5 2 -5 2 4
UxT=| 2 4 —5|=1 +7j +k
2 1 3 1 3 9
3 2 1

—(4—10)i—(2—15)j + (—4+12)k = —6i+ 13 + 8F.

Propiedades del producto cruz

Para 7, o y W tres vectores en R3 y a un escalar, se cumple que:

LEx0=0xT=0.
. U x ¥ =—7 x U (Propiedad anticonmutativa).
. (@ @) x T = a (T x )
. 4 x (U + )= (d x ¥)+ (d x @) (Propiedad distributiva).

V. Si ¢ es el d4ngulo entre @ y U, entonces | @ x U |=| W || ¥ | sen().
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V1. El 4rea del paralelogramo que tiene lados adyacentes @ y o es igual a | @ || ¥ | sen(¢) =| o x ¥ |.
Ejemplo:
Encuentre el drea del paralelogramo con vértices consecutivos en P = (1,3,-2), Q = (2,1,4) y R =
(_37 17 6)
Solucion:
Dos lados del paralelogramo son 1@ y Cﬁ, por lo que
Arca=| PQ x QR |=| (7— 27+ 6F) x (=57 + 0] + 2F) |

PGk
= 1 -2 6| =] —47—327 — 10% | = v/1140 unidades cuadradas.
-5 0 2

VIL (U x V) - W =7 - (¥ x W) (Triple prducto escalar).

Interpretacién geométrica
Si 7, K y W 1o estdn en el mismo plano. Entonces estos vectores forman los lados de un paralelepipedo

en el espacio, cuyo volumen coincide con el valor absoluto del triple producto escalar.
Vil 7 - (U x V) =7 - (U x ¥) = . (€ x ¥ es perpendicular a ¥ y a ¥. )

IX. Sini ¥ ni ¥ son el vector cero, entonces W y o paralelos si y s6lo si Uxv=0.

16.3. Rectas en el espacio

En el plano R? se puede encontrar la ecuacién de una recta si se conocen dos puntos sobre la recta, o bien,
un punto y la pendiente de la misma. En R? Como dos puntos determinan una recta, debe poderse calcular la
ecuacién de una recta en el espacio si se conocen dos puntos sobre ella. De manera alternativa, si se conoce un

punto y la direccién de una recta, también debe ser posible encontrar su ecuacion.

Si se tienen dos puntos P = (x1,y1,21) ¥ @ = (%2, Y2, 22) sobre una recta L. Un vector paralelo a L estd dado

por v = (xa —x1) 1+ (y2 fy1)3+ (22 721)75.

Si R = (z,y,2) es otro punto sobre la recta, entonces ]?F? es paralelo a 1@, que a su vez es paralelo a o de

manera que ﬁ = {7 para algin numero real ¢.
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o= 1

Tres puntos sobre una recta. P

X

Por otro lado, en la figura anterior se observa que O—}>2 = O? + P—é, o bien, sustituyendo F’—}>2 se obtiene lo que

se conoce como la ecuacién vectorial de la recta L

Ok =0P+1t7.

Escribiendo esta ecuacién en términos de sus componentes:

o~

Tityjtzk =mitypi+ak + Hag — 1) i+ t(y2s — 1) ] +t(zo —21) k

e igualando componente a componente se obtienen las llamadas ecuaciones paramétricas de la recta:
x =z + t(xe — 1),
y=vy1+ty2—m),

z2=21+t(ze — 21).
Finalmente, si se despeja t en cada una de ellas se tienen las igualdades:

xr — I o Yy—Yy o z—zZ1

)
T2 — X1 Y2 — 1 Z2 — 21

llamadas ecuaciones simétricas de una recta.

Ejemplo:
Encuentre las ecuaciones vectoriales, paramétricas y simétricas de la recta L que pasa por P = (2,—1,6) y

Q = (37 17 _2)
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Solucién:

Primero se calcula ¥ (3 —2)7 + [1 — (=1)]7 + (-2 — 6)75 =7+2j—8k.

Luego, para cualquier punto R = (x,y, z) de la recta, y cualquier escalar ¢, se tiene la ecuacién vectorial:

OB =ai+yj+2k—0P+tT =2i— j+6k +t(+27—8%).

De donde se llega a las ecuaciones paramétricas y simétricas, respectivamente:

r=2+4+t
y=—1+2t despejando t en cada una de ellas £=2 — ytl - 2=6,
z =06 — 8t.

16.4. Planos en el espacio

Sea P = (g, Yo, 20) un punto en el espacio y sea 7 un vector dado diferente de cero. Entonces el conjunto de
todos los puntos @ = (x,y, z) para los que ]@ =0 constituye un plano en R>. Por lo general, un plano se

denota por el simbolo 7 y al vector 7 se le llama el vector normal al plano.

Olx, y, 2)

El vector T es perpendicular a

todos los vectores sobre el plano.

P(xp, ¥y, 2p)

Sea W =ai+ b}+ ¢k de modo que la ecuacién del plano esta dada por

@-ﬁ:((ﬁ—ﬁ)-ﬁzc&—!—by—&—cz:d
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donde d = O? ‘T = azo+ byo + czg. Observe que los coeficientes de z, y y z corresponden con las componentes
respectivas de .
Ejemplo:

Encuentre la ecuacién del plano m que pasa por el punto (2,5,1) y con un vector normal w=1i- 234— 3%.

Solucién:

Ya que d = O? W =1x (2) + (—2) x5+ 3+ 1 = —5, entonces la ecuacién del plano 7 es © — 2y + 3z = —5.

Representaciéon de los planos coordenados

1. El plano zy pasa por el origen siendo k su vector normal, por lo cual su ecuacién es z = 0.
1. El plano xz pasa por el origen siendo j su vector normal, por lo cual su ecuacién es y = 0.

1. El plano yz pasa por el origen siendo ¢ su vector normal, por lo cual su ecuacién es x = 0.

Representacion grafica de un plano

Caso 1. Si el plano es paralelo a uno de los planos coordenados, entonces la ecuacién del plano correponde a
una de las siguientes:

x = a (paralelo al plano yz),

y = b (paralelo al plano xz),

z = ¢ (paralelo al plano xy).

Cada plano se dibuja como un rectangulo con lados paralelos a los otros dos ejes coordenados. La sigiente

figura presenta un bosquejo de estos tres planos.

Tres planos paralelos a

¥y U—b'l
algun plano coordenado. /

a) b) <)

Caso 2. El plano interseca a cada eje coordenado. Suponga que una ecuacién del plano es

ar +by+cz=d con abc # 0.
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Entonces, el cruce con el eje x es el punto (d/a,0,0), el cruce con el eje y es el punto (0,d/b,0) y el cruce

con el eje z es el punto (0,0,d/c).

Paso 1. Grafique los tres puntos de cruce.

Paso 2. Una los tres puntos de cruce para formar un triangulo.

Ecuacién de un plano que pasa por tres puntos

Los puntos P, Q y R determinan I R

un plano siempre que no sean co-

lineales. 0 0 -y
P

Ejemplo:
Encuentre la ecuacién del plano que pasa por los puntos P = (1,2,1), Q@ = (-2,3,—1) y R =(1,0,4).

Solucién:
Los vectores ]@ =30+ 5— 2% y Cﬁ =37i— 334— 5% estdn en el plano y por lo tanto son ortogonales al vector

normal de manera que

gk

ﬁ}zlﬁxﬁz 3 1 =2 :—/z'\+93+62,yse obtiene, usando el punto P
3 -3 5

s —(x—=1)4+9(y—2)+6(z—1) =0, es decir —z + 9y + 6z = 23.
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Planos paralelos

Dos planos son paralelos si sus vectores normales son paralelos, es decir, si el producto cruz de sus vectores

normales es cero.
Si dos planos no son paralelos, entonces se intersecan en una linea recta.
Tres vectores 7, 4 y W son coplanares si y sélo si su producto triple escalar es cero.

Ejemplo:
Muestre que los planos my: 22 +3y — 2 =3 y my: —4x — 6y + 22z = 8 son paralelos.

Solucién:
Se calcula 71 = 2?4— 33— 75 y ﬁg — 47— 63—&— 2k = —271, de modo que 71 X ﬁg =0 por lo que m y

9 son paralelos.

16.5. Ejercicios

16.5.a) Encuentre la distancia entre los puntos:

I) (37 _4a 3) y (3’ 2) 5) d= 2\/@.
) (3,—4,1) y (3, —4,4) d=3.

16.5.b) Encuentre la magnitud y los cosenos directores del vector dado.

1) T =4i-27+k | 7 |= V21, cos(a):\/%.
cos(B) = \;—231
cos(y) = \/%

11) T=—i+j+k | 7 |= V3, cos(oz)::/—%.
cos(B) = %
cos(y) = %

HI) 7:—/2\4-3—/]{? |7|: \/3’ COS(O{)Z%.
cos(B) = %
cos(y) = ;—%
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16.5.c) Encuentre un vector unitario en la misma direccién de P(z)

I)P:(27174)YQ:(37_258) @\Z\/ZQTS—%:;%—F%
m P=(3,-4,7yQ=(3-4,9) 7=k

16.5.d) Dados P = (-3,1,7) y @ = (8,1,7), encuentre un vector unitario cuya direccién sea opuesta a la de
PG. -

16.5.¢) Con @ =21 — 37 +4k, ¥ =-2i—3j+5k, W=i-7j+3k,y £ =3i+4]+5k, calcule:

1) 20 + 78 +57 T—707 +54k.
n 27 +TE - @ 167 +297 + 42k .
m) (3¢ —27)- (57 +2%) —345.
W) (@) - (@ 7) 45.
V) Angulo entre 7 y W # = 100.6095°.
Vi) proy, —%?— %;— k.

vi) ¥ +370 — 7 8i—145+9F.
Vi) o - (7 + ) 69.
X) o 25.

X) | @ | V/59.

XI) proyu %8?, %] + 1090 k.

16.5.f) Encuentre el drea del paralelogramo con vértices adyacentes en

(a,0,0), (0,b,0), y (0,0,c¢). A =vb2c2 + a2c? + a?b? .

16.5.g) Encuentre el producto cruz U x ¥ entre los vectore dados:
) U=2i-3j+k,y U=i+2j+k —5i— j+Tk.
m w=i+2j+k,y v=—i+6j—k —87+8k.

16.5.h) Encuentre el drea del paralelogramo con los vértices adyacentes dados:

) P=(1,-2,3),Q=(20,1), R=(0,4,0) 5v/5u?.
H) P= (_27 1a0)7 Q = (174a 2)7 R= (_Sa 155) V4 523’1,62 .

16.5.1) Calcule el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores

i—3,3i+2ky —7j+3k. 523u3.
16.5.j) Calcule el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores @, ﬁ, ﬁ

donde P =(2,1,-1), @ =(-3,1,4), R=(-1,0,2) y S=(-3,-1,5). 5ud.
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16.5.k) Encuentre una ecuacién vectorial, las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta indicada:

1) Que contenga los puntos (2,3,—4) y (3,2,1). Ec. vectorial: (z,y,2) = (2,3,—4) +t(1,-1,5).
Ec. param.: x =2+t y=3 —t; 2 = —4 + bt.

Ec. sim.: ITQ = y_—_l?’ = %.
1) Contiene a (7,1,3) y (—-1,—2,3). Ec. vectorial: (z,y,2) = (7,1,3) + t (—8,—3,0).
Ec. param.: x =7 —-8t; y =1 —3t; z = 3t.
Ec. sim.: %:%;223.

1) Contiene a (—1,—2,5) y es paralela
a —3j+7k. Ec. vectorial: (x,y,z) = (—1,—-2,5) +t(0,-3,7).
Ec. param.: x = —-1; y = -2 —-3t; 2 =54 Tt.

Ec. sim.: x = —1; y_—? = z;‘r’
1v) Contiene a (—2,3,7) y es paralela a 3?7'\. Ec. vectorial: (z,y,2) = (-2,3,7) +1(0,3,0).
Ec. param.: x = -2; y =3+ 3t; 2 = 7.
Ec. sim.: x = —2; 2 = 7; es paralela al eje y .
v) Contiene a (4,1, —6) y es paralela

a 2 = yT'H =232, Ec. vectorial: (z,y,2) = (4,1,—6) +1(3,6,2).

Ec. param.: x =4+ 3t; y =14 6t; 2 = —6 + 2t.

i . =4 _ y=1 _ 246
EC. S1m.: IT =% = ZT
16.5.1) Encuentre una recta L que pase por el origen
y sea ortogonal a las rectas
oil — o2 o 2l oy 2ol o U2 o 248 Ec. vectorial: (x,y,z) = (0,0,0) + ¢ (13,-2,6).

Ec. param.: x = 13t; y = —2t; z = 6t.

Ec. sim.: {5 = %5 = .

16.5.m) Dado el punto P = (0,1,1), el plano m: 3z — 2y + 2 =5 y larecta L: 5 = %5 = £, encontrar:
1) La ecuacién del plano paralelo a 7 y que pase por P 3x —2y+z2=-—1.
11) La ecuacién del plano perpendicular a L y que pase por P r—y+3z=2.

16.5.n) Encontrar la ecuacién del plano que contenga:

) P=(1,2,3); W =i+ k. T+z2-4=0.
m) P=(—4,-7,50); 7 =-3i—4j+ k. 3z —4dy+2-90=0.
) P=(1,2,-4), Q=1(2,3,7), R=(4,-1,3) 20z + 13y — 32 — 58 = 0.
v) P=(-7,1,0), @ = (2,-1,3), R=(4,1,6) —12z — 21y + 22z — 63 = 0.
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16.5.11) Determine si los planos dados son paralelos, ortogonales, coincidentes (es decir, ] mismo) o ninguno de

los anteriores.

1) m: x—y+2=2; m9: 20 —3y+4z2=7 Coincidentes.
I m: 26 —y+2=3; m: x+y+2=3 Ninguno de los tres.
) m1: 264+ 3y —z2=3; ma: —4dx —6y+22=28 Paralelos.

16.5.0) Encontrar del conjunto de todos los puntos de interseccién de los dos planos:

) m:x—y+2=2; mo: 20 —3y+4z2=7 r=—-142z,y= -3+ 2z, z arbitraria.
) m: 3z —y+4z2=3; my: —do—2y+72=38 z:f%ff—oz,y:f%+%z,zarbitraria.
m) m: —x+y+2=3; m: —4do+2y—72=5 x:%—%z,y:%—%z,zarbitraria.
V) m: —204+3y=06; m: —2x+3y+2z=3 xz%y—&zz—?;,yarbitraria.
V) m: 3z —y+4z2=8; m: —3x—y—112=0 :c:%fgz,y:f4f%z,zarbitraria.
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17. Espacios Vectoriales

17.1. Definicién de espacio vectorial real V'

Un espacio vectorial real V' es un conjunto de objetos, llamados vectores, junto con dos operaciones llamadas

suma y multiplicacién por un escalar que satisfacen los siguientes axiomas:

1) Si@ eV yy eV, entonces @ + 3 €V (cerradura bajo la suma)
1) Paratodo @, %y Z enV, (Z +¥)+7Z =7 + (¥ + 7) (ley distributiva)
1) Existe un vector 6> € V tal que para todo 7 e V, 7+ ﬁ = ﬁ +7
1Iv) Si @ €V, existe un vector — % € V, tal que @ + (—7') = f
V) Si @,y ¥ estan en V, entonces @ + § = i + @ (ley conmutativa)
vI) Si 7 e V., v a es un escalar, entonces aZ eV
vi) Si ?, y 7 estan en V' y « es un escalar, entonces a(? + 7) =a7 + 047
vi) Si 7 €V, y ay f3 son escalares, entonces (a + )7 = o @ + 7 (segunda ley distributiva)

1IX) Si @ €V, y ay /3 son escalares, entonces (a3) 2 = a7 (ley asociativa de la multiplicacién por escalares)

X) Para cada vector @ € V, 17 = 7

17.2. Ejemplos de espacios vectoriales

Bueno aqui presentaremos problemas lejos de toda rigurosidad, es decir bien particulares, pero nos ayudaran a

entender lo que es un espacio vectorial.

Ejemplo 17.2.a) El plano cartesiano R? esta formado por todos los vectores punto 7 = (z,y) y es un espacio

de dos dimensiones:
Sean 7 = (—1,4), 7 = (2,—3),y Z = (9,—-5) € R?

) (=1,4)+(2,-3) = (1,1) € R?

) {(=1,4) + (2, -3)} + (9, =5) = (—1,4) + {(2,—3) + (9, —5)}

HI) (_1a4) + (an) = (070) + (_134) = (_174)
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V) (2,-3) +{=(2,-3)} = (2,-3) + (=2,3) = (0,0)
v) (=1,4)+(2,-3) =(2,-3) + (—1,4) = (1,1)
Vi) 5(9,—5) = (45, —25) € R?

(2+3)(=1,4) = 5(—1,4) = (=5, 20)

VIII

(6 x 4)(—1,4)} = 24(—1,4) = (—24, 96)

)
)
)
vi) 7{(-1,4)+ (2,-3)} =7(-1,4) + 7(2,-3) = (—7,28) + (14, —21) = (7,7)
)
IX)
)

X

1(-1,4) = (-1,4)
Cumple con los diez axiomas, por lo tanto el plano cartesiano es un espacio vectorial de dos

dimensiones.

Ejemplo 17.2.b) El espacio real R? esta formado por todos los vectores punto 7= (2,y,2) y es un espacio de

tres dimensiones.

Sean 7 = (3,4,—8), Y = (—5,—10,1),y Z = (8,1,13) € R3

1) (3,4,-8) + (=5,-10,1) = (-2,-6,-7) € R3

)
) {(3,4,-8) + (=5, -10,1)} + (8,1,13) = (3,4, —8) + {(=5, —10,1) + (8,1, 13)}
m) (—5,-10,1) + (0,0,0) = (0,0,0) + (=5, —10,1) = (=5, —10, 1)
1v) (3,4, -8) + {—(3,4,—8)} = (3,4, —8) + (—3,—4,8) = (0,0,0)
V) (3,4, —8) + (=5, -10,1) = (=5, —10,1) + (3,4, —8) = (-2, 6, -7)
vi) 5(8,1,13) = (40,5,65) € R3

)

vin) 7{(3,4,—8) + (=5, —10,1)} = 7(3,4, —8) + 7(—5, =10, 1) = (21,28, —56) + (—35, —70,7) =
(—14, —42, —49)

Vi) (2 + 3)(=5,—10,1) = 5(—5,—10,1) = (—25, =50, 5)
1x) (6 x 4)(=5,—10,1) = 24(—5, —10,1) = (—120, —240, 24)
X) 1(=5,-10,1) = (=5, —10,1)

Cumple con los diez axiomas, por lo tanto el plano cartesiano es un espacio vectorial de tres

dimensiones.

Ejemplo 17.2.c) Todas las matrices de (2 x 2) con elementos reales, también forman un espacio vectorial real

de cuatro dimensiones:
a b
My =1 . a,b,c,d € R}
d
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Sea 7, 7, 7€ Moo
?:< 14);7:(4 3>;?< 5 1)
92 5 1 0 -1 1
( 1 4) (4 _3) ( 5 1)
+ = € Mayo
-2 5 1 0 -1 5
1)
(14)(4_3)(51)<14) (4_3)(51>
{ + H+ = + + }
-2 5 1 0 -1 1 -2 5 1 0 -1 1

I11)

v)

el ) ()

V)
(14)(43) (43)(14)(51)
- = - =
-2 5 1 0 1 0 -2 5 -1 5
VI)
( 1 4) ( 4 16)
4 = € Mayo
-2 5 -8 20
VII)
8{( 1 4>+(4 _3>}:8( 5 1):(40 8>
-2 5 1 0 -1 5 -8 40
VIII)
(40 8) (40 8) (40 8)
(6 +4) =6 +4
-8 40 -8 40 -8 40
X)
(40 8) (40 8) ( 1200 240)
(5 x 6) =30 -
-8 40 -8 40 —240 1200
)



Cumple con los diez axiomas, por lo tanto las matrices

a b
Moyo ={ : a,b,c,d € R}
c d

constituyen un espacio vectorial de cuatro dimensiones.

Ejemplo 17.2.d) Sea V = {0,¢'*,e~%*} las soluciones de la ecuacién diferencial lineal de segundo orden,

du

E—&—u:(),

cuya solucién general es u(zr) = Ae* + Be ™™ vamos a demostrar que estas tres soluciones

forman un espacio vectorial.

Sea 7 = ¢i*, 7 =e

) Z+ Y =et4e eV
) {e® +e "} +0=¢e"+ {7 +0}
) e +0=0+e® =
T | {—eiT) = ¢iT _ ¢iv — ()
T 4 i — pmim i

5(ei®) = 5e® € V

)
)
)
VII) T{e'® 4 e~} = Tel® 4 Te~*
) (2 4+ 3)ei® = et
) (6 x 4)ei® = 24ei
)

1eiw — eia:
Ejemplo 17.2.¢) Sea V = {0}. Esto es V contiene solamente el nimero cero

)0+0=0eV

m (0+0)+0=0+(0+0) €V
1) 0+0=0+0=0

v) 0+(=0)=0-0=0

V) 040=040

vi) 5(0)=5x0=0€eV

Vi) 7(040)=7x0+7x0
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vil) (2+43)0=5x0
1X) (5x4)0=24x0

X) 1x0=0

Puesto que cumple los 10 axiomas, entonces V' = {0} es un espacio vectorial, se le conoce

también como espacio trivial.

Ejemplo 17.2.f) El conjunto de las funciones continuas definidas en R, también se puede considerarar un espacio

vectorial, espacio vectorial real.

Todas las funciones que usaremos estan definidas en la recta real R, y debemos definir con
mucho cuidado un intervalo de validez, pero para no hacer muy estricto esto, y que pierda la

simplicidad, vamos a suponer que existe un intervalo que satisface los requerimientos.

V = {f(x) = 22, g(x) = logz, h(x) = senz,cscx,coshz,...0}

1) f(z)+g(z) =22 +logz €V

1) {22 +logz} +senz = x? + {logz + senz}
1) senz +0=0+senz =senx
1v) Inz+{—-Inz} =lnz —lnx=0
vI) 5(cothz) =5cothx € V
vil) 7{tanz + detz} = Ttan+7det x
Vi) (24 3)secx = Hsecx
IX) 6{dei®} = 24¢i

1sinhx = sinhx

)
)
)
)
V) 22 +Inz =Inx + 23
)
)
)
)
X)

Recordar: Se debe definir muy bien el intervalo de validez

17.3. Subespacios

Los subespacios son a su vez espacios, pero de una dimensién menor al espacio que pertenecen. Aqui atacamos

el concepto como lo hemos venido haciendo, en la préxima seccién usaremos un teorema.

Ejemplo 17.2.a) Todo el conjunto de rectas que pasan a través del origen en el plano son espacios vectoriales en
si mismos, subespacios de R2. Sea y = 2z una recta en el plano, todos sus puntos van a tener

cordenadas (z,2x)
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L={(z,y) | y =2z}

Sean los vectores 7@ = (—1,-2), ¥ = (2,4), vy Z = (9,18) vectores punto de la recta.

0 (-1,-2)+(2,4) =(1,2) € L

) {(=1,-2) +(2,4)} + (9,18) = (—=1,-2) + {(2,4) + (9,18)}

ur) (—1,-2)+(0,0) =(0,0) + (—1,-2) = (—1,—-2)

V) (2,4) +{—(2,4)} = (2,4) + (-2, -4) = (0,0)

V) (=1,-2) +(2,4) = (2,4) + (-1,-2) = (1,2)

vI) 5(9,18) = (45,90) € L
viD) T{(=1,-2) + (2,4)} = 7(—1,-2) + 7(2,4) = (=7, —14) + (14,28) = (7, 14)
vi) (24 3)(—1,-2) =5(-1,-2) = (=5,—10)

1x) (5 x 3)(—1,4) = 15(—1,4) = (—15,60)

X) 1(-1,-2) = (-1,-2)
Por lo tanto una recta que pasa por el origen es un espacio en si mismo, un subespacio de R?,

de dimensién uno. Notese que cualquier vector de este subespacio necesita dos coordenadas,

no obtante su dimensién es uno.
Ejemplo 17.2.b) La recta en el espacio L = {(z,y,2) | ¢ =t,y = 2t,z = —2t,t € R}, es un espacio vectorial y
es subespacio de R?

Sea @ = (1,2,-2), Y = (4,8,-8), 7= (5,10, —10) vectores punto la recta.

1) (1,2,—2) + (4,8,—8) = (5,10,—10) € L

m) {(1,2,-2) + (4,8, -8)} + (5,10, —10) = (1,2, —2) + {(4,8, —8) + (5,10, —10)}
1) (5,10, -10) + (0,0,0) = (0,0,0) + (5,10, —10) = (5, 10, —10)
V) (4,8, —8) + (5,10, —10) = (5,10, —10) + (4,8, —8) = (9, 18, —18)

VI

)
)
)
V) (4,8,—8) +{—(4,8,-8)} = (4,8,-8) + (—4,—8,8) = (0,0,0)
)
) 15(1,2,-2) = (15,30, -30) € L

)

vir) 7{(1,2,-2) + (5,10, —10)} = 7(1,2,—2) + 7(5,10, —10) = (7,14, —14) + (35,70, —70) =

(42,84, —84)
vim) (2 4 3)(5,10, —10) = 5(5,10, —10) = (25, 50, —50)
1x) (2 x 3)(5,10,—10)} = 6(5, 10, —10) = (30, 60, —60)

x) 1(5,10, —10) = (5,10, —10)
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Por lo tanto una recta que pasa por el origen en el espacio real, es un espacio vectorial, un

subconjunto de R3. Nétese que cada punto requiere de tres coordenadas més sin embargo la

recta tiene dimensién uno.

Ejemplo 17.2.c) Sea m = {(z,y, 2) | 2z + 3y — z = 0 un plano que pasa por el origen.

Sea 7T = (1,1,5), Y= (0,1,3), 7= (1,0,2) tres vectores pertenecientes al plano .

10 (3,4,-8) + (—5,-10,1) = (-2, -6,-7) € R3
m) {(3,4,-8) 4+ (=5,-10,1)} + (8,1,13) = (3,4, —8) + {(—5, —10,1) + (8,1,13)}
1) (—5,-10,1) + (0,0,0) = (0,0,0) + (=5, -10,1) = (=5, 10, 1)
v) (3,4, —8) + {—(3,4,—8)} = (3,4, —8) + (=3, —4,8) = (0,0,0)
V) (3,4, —8) 4 (=5,-10,1) = (=5, -10,1) + (3,4, —8) = (~2, -6, —7)
vi) 5(8,1,13) = (40,5,65) € R3
vir) 7{(3,4,—8)+(—5,—10,1)} = 7(3,4, —8) +7(—5,—10,1) = (21,28, —56) + (—35, —70,7) =

(—14, —42, —49)
vin) (24 3)(=5,-10,1) = 5(—5, —10,1) = (=25, —50, 5)
1x) (6 x 4)(=5,—10,1) = 24(—5, —10,1) = (=120, —240, 24)

X) 1(=5,-10,1) = (=5, —10,1)

Ya que cumple con los diez axiomas, por lo tanto un plano que pase por el origen, asi como

una recta seran subespacios de R?

17.4. Subespacios usando el teorema

Teorema: Un subespacio H de un espacio vectorial V' es un subespacio de V si las dos reglas de cerradura valen:

1) SiZ@eHy7 Y cHentonces © + ¢ € H

) Si 7 € H entonces a7 € H para todo escalar «,

Ejemplo 17.2.a) Todas las rectas que pasan a través del origen en el plano son espacios vectoriales en s mismos,

subespacios de R2. Sea y = 2z una recta en el plano, todos sus puntos van a tener cordenadas
(z,2x)

L={(z,y) | y =2z}

Sean los vectores @ = (—1,—2), I/ = (2,4) vectores punto de la recta.
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Ejemplo 17.2.b)

Ejemplo 17.2.c)

Ejemplo 17.2.d)

Ejemplo 17.2.¢)

Ejemplo 17.2.f)

I) <_1a _2) + (274) = (172) €L
M) 5(2,4) = (10,20) € L
Como cumple con los dos axiomas de cerradura del teorema, por lo tanto una recta que pasa

por el origen es un espacio en si mismo, un subespacio de R?, de dimensién uno, nétese que

cualquier vector de este subespacio necesita dos coordenadas, no obstante su dimensién es uno.
La recta en el espacio L = {(z,y,2) | * = t,y = 2t,z = —2t,t € R}, es un espacio vectorial y
es subespacio de R?

Sea @ = (1,2,-2), Y = (4,8, —8) vectores punto la recta.

1) (1,2,-2)+ (4,8,—8) = (5,10,—-10) € L

) 15(1,2,-2) =(15,30,-30) € L
Como cumple con los dos axiomas de cerradura del teorema, por lo tanto una recta que pasa
por el origen en el espacio real, es un espacio vectorial, un subconjunto de R3.
Sea m = {(x,y, 2) | 2 + 3y — z = 0 un plano que pasa por el origen.

Sea @ = (1,1,5), Y = (0,1, 3) vectores pertenecientes al plano .

1) (1,1,5) +(0,1,3) = (1,2,8) € 7

1) 5(1,1,5) = (5,5,25) € 7

Como cumple con los dos axiomas de cerradura del teorema, por lo tanto un plano que pasa
por el origen es un espacio en si mismo, y un subespacio de R3, de dimensién dos, nétese que

cualquier vector de este subespacio necesita tres coordenadas, no obtante su dimensién es dos.

Como todo conjunto A es subconjunto de si mismo, entonces todo espacio vectorial V es

subespacio de si mismo.

Sean H; y Hs subespacios de un espacio vectorial V', entonces H; N Hy es un subespacio de
V. La interseccion de dos planos en R3 que pasen por el origen, nos da como resultado una
linea recta que pasa por el origen, y como ya vimos toda recta que pasa por el origen es un

subespacio de Rs.

Sean H; y Hs subespacios de un espacio vectorial V', entonces H; N Hs es un subespacio de V.
La interseccién de un plano en R3 que pasen por el origen, y una recta que pase por el origen,
siempre y cuando la recta no esté contenida en el plano, porque este caso seria igual a la linea
recta, nos da como resultado, un punto, el punto (0,0, 0) y como ya vimos V' = {ﬁ}, el espacio

trivial, es un subespacio de Rj.
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Ejemplo 17.2.g) Demostrar que Ry es subespacio de Rs Sea Ry = {(x,y,2) | z = 0)} y sean & = (1,8,0) y
7 = (_579a0) € RZ

1) (1,8,0) + (=5,9,0) = (—4,17,0) € R,
1) 5(1,8,0) = (5,40,0) € Ry,

por lo tanto Rs es un subespacio de Rs.

17.5. Independencia lineal, combinacién lineal y espacio generado

Sean 71, 72, o 7n vectores de un espacio vectorial V', entonces a a; 71 +a272+~ . ~+an7n donde ay, asq,...a,

son escalares, se le llama una combinacion lineal de 71, 72, T

6 3 0
En R3: 5 es una combinacién lineal de 1 y 1 |;
1 2 -1
6 3 0
ya que 5 =2 1 +3 1
1 2 -1

Conjunto Generador: Se dice que los vectores 71, Ta,... Uy en un espacio vectorial V', generan a V si todo
vector en V se puede escribir como una combinacién lineal de ellos. Es decir que para todo T e V', existen

escalares aq,as,...a, tales que:

7 = a171 +a272+-~-+an7n.

17.5.1. Dependencial e independencia lineal

Sean 71, 72, ... U, vectores de un espacio vectorial V', entonces se dice que son linealmente dependientes si

existen n escalares ¢y, co, .. .c, no todos iguales a cero, tales que

_)
a171+a272+---+an7n: 0;
por el contrario si c¢1,co,...c, = 0, entonces decimos que son linealmente independientes. Una combinacién
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lineal por definiciéon nada mas puede ser linealmente dependiente o linealmente independiente.

-2 1
Ejemplo 17.2.a) En R? los vectores T = 6 y Uy = —3 | son linealmente independientes ya que
-8 4

—
0171 + 6272 =0 5

-2 1 0
c1 6 | +ec2| =3 =] 0 [;
-8 4 0
-2 1 0
6 |+2 -3 |=10
-8 4 0

concy =1yco =2, 71 = —272 es decir 71 es un multiplo de 72.

1 2 0
Ejemplo 17.2.b) Determine si los vectores Ui = -2 1; Uy = -2 1; 73 = 1 son linealmente
3 0 7

dependientes o independientes.
Para esto necesitamos saber si la siguiente combinacién, es linealmente dependiente o indepen-

diente:

%
aTi+cTatesTz=0 ;

para esto necesitamos encontrar los escalares ¢y, ca, c3:

1 2 0 0
C1 —2 + C2 —2 +c3 1 = 0
3 0 7 0

Esto nos lleva al siguiente sistema homogéneo:

c1+ ¢ =0
—2¢1 —2¢c54+ c3=0

361 + 7C3 =0
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€1 = —Cg, 2c0—2co4+c3=0, c3=0, ¢y =0 y co =0, como todos los coeficientes son iguales

a cero, de la definicién, podemos asegurar que esta combinacién lineal es independiente.

Interpretacion geométrica, tomemos el determinante de estos vectores.

1 20
-2 -2 1 |=20#0
3 07

Esto quiere decir que no son coplanares, que generan un volumen, por lo tanto son linealmente

independientes.

2 1 3
Ejemplo 17.2.c) Determine si los vectores Ty = -1 ; Ty = 0 ; Uy = -1 generan R3.

4 2 5

Se calcula el determinante
2 1 3

-1 0 —-1|=-1#0

4 2 5

como el determinante es diferente de cero, por lo tanto son linealmente independientes y generan

R3.

17.6. Bases y dimensién

Un conjunto finito de vectores {71, 72, . 7n} es una base para un espacio vectorial V si:

1) {¥1,Va,... Un} es linealmente independiente.

1) {V1, Va,... Un} genera a V.

Si el espacio V tiene una base finita, entonces la dimension de V serd el ntimero de vectores de cualquiera de

sus bases.

En R? una base estd formada por dos vectores de R? que sean linealmente independientes, aunque hay una

infinidad de bases para este espacio, decimos que es de dimensién dos.

En R? se define la base canénica:
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Bt 1 0
{i, 51 =A ; }
0 1

En R? una base estd formada por tres vectores de R® que sean linealmente independientes, aunque hay una

infinidad de bases para este espacio, decimos que es de dimensién tres.

En R® se define la base canénica:

1 0 0
Goiky={lol:;]l1|:] 0|}
0 0 1

17.6.1. Ejemplos

Ejemplo 17.2.a) Decir si el siguiente conjunto es una base para R?

1
{ ; }
1
1 2 0
Cc1 + Co =
1 1 0

Encontremos los valores de ¢1 y co,

1 110 1 00
1 210 0 1|0

c¢1 =0y ¢ =0 de la definicién podemos decir que son linealmente independientes.

Interpretacién geométrica: formemos el determinante de los vectores:
11
1 2

—1#0

como es diferente de cero, significa que no son paralelos, es decir los vectores son linealmente

independientes.
1 3 0
Ejemplo 17.2.b) Sea {| 0 |; -1 |; 1 |} una base de R3; verifiquemos si son linealmente indepen-
2 0 -2
dientes.

Con los tres vectores formemos el determinante:
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1 3 0
0 -1 1 [|=8%#0,
2 0 -2

como el determinante es diferente de cero, concluimos que son tres vectores no coplanares, por

lo tanto son linealmente independientes y generan R3.

Ejemplo 17.2.c) Encuentre una base y la dimensién del siguiente espacio:
x
T={| vy | 22—y + 32 =0}
z
Como vimos anteriormente todo plano que pase por el origen es un subespacio de R3, por ser
un plano su dimensién es dos, y cualquier par de vectores pertenecientes a este plano seran

una base, siempre y cuando sean linealmente independientes.

1 0
{ 2 1; 3 |}, como los vectores no son paralelos, ésta es una base para este espacio 7.
0 1

Ahora tomemos tres vectores de este espacio y vamos a ver que son linealmente dependientes.

1 0 3
{ 2 ; 3 ; 0 }, calculemos el determinante de estos vectoes:
0 1 -2
1 0 3
2 3 0/|=0,
01 -2

como el determinante es igual a cero, los vectores son linealmente dependientes. En un espacio

vectorial el méximo nimero de vectores linealmente independientes es igual a su dimension.

Ejemplo 17.2.d) Encuentre una base y dimensién para el espacio solucién S del sistema homogéneo siguiente:

z+2y— 2=0

22— y+3z2=0

En realidad son dos planos que pasan por el origen, y dos planos cuando se intersectan lo hacen
siempre en una linea recta, que debe pasar por el origen, entonces el espacio solucién va a ser

esta recta, calculémosla como lo hemos venido haciendo
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1 2 —-11]0 1 2 —-11]0 1 2 -1/0 1 0 110

— — —
2 -1 310 0 -5 510 01 —-110 01 —-110
—t
Entonces la recta buscada es t |, generando un espacio de dimensién dimS = 1, y una
t
-1
base sera: 1
1

Ejemplo 17.2.¢) Encuentre una base y dimensién para el espacio solucién S del sistema homogéneo siguiente:

20— y+32=0
dr — 2y +62=0

—6x+3y—92=0

En realidad son tres planos que pasan por el origen, pueden suceder tres cosas ya que los tres
contienen el origen, la primera que se intersecten en el origen, la segunda que uno esté arriba
del otro y se intersecten con el tercero en una linea recta, la tercera que los tres planos estén

uno arriba del otro lo cual nos dara como resultado un solo plano, para nuestro caso esto ultimo

sucede.
2 -1 310 2 -1 310
4 2 6lofl=10o o o0lo|=20—y+32=0
—6 3 =910 0 0 00
1 0
Una de sus infinitas baseses: { | 2 | ;| 3 | } y su dimensién serd: dimS = 2, ya que la
0 1

dimensién de un espacio, es igual al nimero de vectores de la base.
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17.7. Espacio nulo de una matriz

Espacio Nulo: Sea A una matriz de m X n, entonces el espacio nulo de la matriz A estd dado por:

_>
Ny = {? € R™; A7 =0 }, de donde inmediatamente se ve que N4 es un subespacio de R"™.

Nulidad de A se define como v(A) = dimN 4

. . g
Si v(A) contiene solo al vector cero 0, entonces v(A4) =0

Al espacio nulo de una matriz también se le llama kernel.

Ojo esta es una definiciéon y nos vamas a apegar a ella tal cual.

17.7.1. Ejemplos

Ejemplo 17.2.a)

Ejemplo 17.2.b)

Encontrar N4 y v(A) para la siguiente matriz:
1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1 1 0 1

A= — — —
2 -1 3 0 -5 5 0 1 -1 0 1 -1

Entonces el espacio nulo de esta matriz A sera:

—1 —1
1 2 -1 0 . .
Ng :{7 S R3; t = ; t } es decir la recta en R3
2 —1 3 0
t t
que pasa por el origen, vimos que toda recta que pasa por el origen es un subespacio de R? de
-1
dimensién uno, por lo tanto, N4 es generado por 1 | yv(4) =1
1

Encontrar N4 y v(A) para la siguiente matriz:

2 -1 3 2 -1 3
A= 4 =2 6 |~ O 0 0
—6 3 -9 0 0 0

Entonces el espacio nulo de esta matriz A sera:

Ny :{? € R¥| 22—y +32 =0} es decir el plano en R? que pasa por el origen, vimos que

todo plano 7 que pasa por el origen es un subespacio de R3, de dimensién dos, la base de este
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espacio consta de dos cualesquiera vectores de este plano que sean linealmente independientes,

1 0
Naesgeneradopor{ | 2 | ;| 3 | } vsuNulidad serd v(A4) = dimr = 2
0 1

17.8. Rango de una matriz

Si A es una matriz m X n, su rango serd igual al numero de pivotes en su forma escalonada por reglones, ademas

se cumple la siguiente ecuacién: p(A4) + v(A) = n.

17.8.1. Ejemplos

Ejemplo 17.2.a) Encontrar v(A) y p(A) para la siguiente matriz:

1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1 1 0 1
A= — — —
2 -1 3 0 -5 5 0 1 -1 01 -1
como el nimero de pivotes es dos, p(4) = 2,y de p(A)+v(A) = n que para nuestro caso n = 3,

2+ v(A) =3, por lo tanto v(A) = 1.

Ejemplo 17.2.b) Encontrar v(A) y p(A)para la siguiente matriz:

2 -1 3 2 -1 3 1 —1/2 3/2
A= 4 -2 6 |—=10 o0o0]—=]0 0 01,
-6 3 -9 0 0 0 0 0 0

como el nimero de pivotes es uno, p(A) = 1, y de p(A) + v(A) = n que para nuestro caso

n=23,14+v(A) =3, por lo tanto v(A4) = 2.

17.8.2. Ejercicios

Encuentre el rango y la nulidad de las siguientes matrices:

1 2
17.8.2.a) p=2,v=0
3 4
1 -1 2
17.8.2.b) p=2v=1
3 1 0
-1 3 2
17.8.2.¢) p=1lrv=2
2 —6 —4
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17.8.2.d) 3 1 4 p=3v=0

1 -1 2
1782e) | 3 1 4 | p=2v=1

5 -1 8
-1 -1 0 0
0 2 3
17.8.2.f) p=3rv=1
4 0 -2 1
3 -1 0 4

17.9. Cambio de base

Una base de cualquier espacio vectorial V', es un conjunto de vectores linealmente independientes capaz de
generar todo el espacio V, en otras palabras cualquier vector de este espacio puede ser escrito como una
combinacion lineal de estos vectores de la base, el nimero de bases de un espacio cualquiera es infinito, basta

con que sean linealmente independientes.

—— 1 0
En R? se define {4, j } ={ ; } como la base candnica.
0 1
1 0 0
. -
En R? se define {_z>, 7, Ey={| o |; 1 1|; 0 | } como la base canénica.
0 0 1
17.9.1. Ejemplos
1 3 0
Ejemplo 17.2.a) Sea { | 0 |; -1 1|; 1|}
2 0 —2

una base de R?® y queremos expresar cualquier vector de R? como una combinacién lineal de

estos vectores, verifiquemos primero si son linealmente independientes.
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1 3 0
0 -1 1|=8#0
2 0 -2

son linealmente independientes, por lo tanto generan R3.

x 1 3 0
y |=al 0 | +te]| -1 |+cs 1
z 2 0 -2
x 1 3 0 c1
y | =1 0 -1 1 Ca
z 2 0 -2 c3

Que tiene la forma 7 = C?, calculemos C~ ! y 7 = 0_17, donde

1 3 0 2 6 3
C=|0 -1 1|y Cctl=%l2 -2 21
2 0 -2 2 6 1
c1 2 6 3 T
e |=3] 2 —2 -1 y
c3 2 6 1 z
1
Escribamos entonces -9 como una combinacién de estos tres vectores base:
4
a1 2 6 3 1 3
o =32 —2 -1 92 | = 1
c3 2 6 1 4 o
Comprobacién
1 1 3 0
2 |=1l0 |+3| -1 |-F| 1
4 2 0 -2
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Ejemplo 17.2.b) Sea {4z — 1,222 — 2,322 + 3} una base para los polinomios de grado dos es decir Py(z) =
a + bx + cx? y queremos escribir cualquier polinomio de este espacio como una combinacién

lineal de los polinomios de la base. Para ello, escribamos esta base de una manera alterna:

-1 0 3
{ 4 |; -1 ; 0 |}y verifiquemos primero si son linealmente independientes:
0 2 3
-1 0 3
4 —1 0 |=27#0
0 2 3

son linealmente independientes, por lo tanto generan cualquier polinomio de grado dos.

x -1 0 3

y = 4 | +c2 -1 +c3| O

z 0 2 3

x -1 0 3 c1

y | = 4 -1 0 Co que tiene la forma @ = C'C.
z 0 2 3 c3

Calculemos C~1y @ =C 17

c1 -3 6 3 x -3 6 3
o |=%| -12 -3 12 y |sdondeC™t =4 | —12 -3 12
c3 8 2 1 z 8 2 1
5
Escribamos -3 en términos de @:
4
c1 -3 6 3 5 —15/27
o | =% -12 -3 12 -3 | = 21/27
c3 8 2 1 4 31/27
Comprobacion
5 -1 0 3
-3 | =-2 4 [+2] -1 | +2| o
4 0 2 3
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17.10. Bases ortonormales y proyecciones en R"

Se sabe que en R™ cualquier conjunto de n vectores linealmente independientes constituyen una base; entonces

se dice que un conjunto de vectores S = {u1, Uz, ...U,} es un base ortonormal si:

o~

U; - u; = 0, son ortogonales entre dos cualesquiera de ellos.

~ o~

ui-uizl

|u;| =1 para i,j = 1,2,...n, son de longitud o norma igual a uno.

17.11. Proceso de ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt

Sea {71, 72, e 7n} cualquier base en R™. Deseamos construir, a partir de esta base, una base ortonormal
{@1,Us, . ..U, } mediante el proceso de Gram-Schmidt. Queremos decir con ortonormal que sus vectores sean

unitarios y ortogonales entre si.

Para empezar, normalizamos el primer vector:
=71/ 7;
en seguida tomamos el segundo vector y construimos otro perpendicular a
h= Vo — (72 -y ),
que luego normalizamos:

CEREYAA!

Ahora tomamos 73 y construimos otro perpendicular tanto a u; como a Us:

L= — (T3 )i — (V3 U)o,
i3 =04/ | V4.

Continuamos con ¥4 y asi sucesivamente:

f=Ts— (Vs )iy — (Vs - )iy — (V4 - Ts) s,

?742721”721 |;
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Con lo cual:

Gy =0
=1

|u; |=1parai=1,2,...n

17.11.1. Ejemplos

Ejemplo 20.3.a) Construyamos una base ortonormal en R? a partir de la base:
-1

L= )
1 1

1/v/2
1/v2

712:72_(72'ﬂ1)ﬂ1 = - —{ -1 . 1/\/5 } 1/\/5 _ -1 _6>:

1 1 1/v2 1/V2 1

=1/ T = 1 V3 =

-1
1

Uy =T/ | VY| = _1 /V2 =

La base ortonormal sera:
13 —1/V3
1/ve |\ 12

U1 - Uy = 0, son ortogonales,

Sea () una matriz n X n con la siguiente propiedad QQ! = Q'Q = 1, entonces de la condicién
de unicidad de la inversa; si una matriz tiene inversa entonces es tnica, de aqui Q' = Q~1, a

este tipo especial de matrices les llamamos matrices ortogonales.

Con los vectores de la base anterior construyamos la matriz Q.

1/vV2 —1/V2
1/vV2  1/V2
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QR'=Q'Q=1

1/vV2 —1/V2 V2 1v2 | 1/vV2 1/V2 v2 =1/v2 )y [ 10
1/v2 —1/vV2 1/V2 - ~1/vV2 1/v2 1/V2  1/V2 Lot

Ejemplo 20.3.b) Construyamos una base ortonormal en R? a partir de la base:

{v;,@}:{(l);(?’)}
2 1
wenn (o (12)
2 2/\/5
7,2_72(72.171)&_(3){(3).(1/\/5)}(1/%5)
1 1 2//5 2/v/5
NEATERN 2
\ 2 )\ -1
2 2//5
ﬂ2:7’2 7’2: =
/| | (_1)/\/5 (_1/\/5)
La base ortonormal sera:
( 1/V5 | 2/\/5
o/v5 |\ —1/v5

ﬂl * 62 =0, son ortogonales.
ﬁl * ?/J\l =1

ﬂg*@:l

Con los vectores de la base anterior construyamos la matriz ), con las siguientes propiedades.

QR =Q'Q=1, Q'=Q"!

o5 —1v5 ) T\ 2B 1B

QR =Q'Q=0Q'=Q'Q=1

Q:(l/\/ﬁ 2/%),@_@1_<1/\/5 wg)
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1/v/5  2/V5 Uvs o 2/v5 [ 1VE o 2/VB 1/vV5  2/V5 (1o
2/v5 —1V5 |\ 2/vB -1 )\ 2/vB —1/v oV —1v5 ) ) o

Ejemplo 20.3.c) Construyamos una base ortonormal en R? a partir de la base

1 0 1
{71,72, 73}2{ I 1 ; 0 |}
0 1 1
1 1/v/2
A:71/|71|= 1| /vV2= 1/v2
0 0
0 0 1/v2 1/v2
Vy=Vo— (Ta-t)un=| 1 | —{| 1 V2 |+ 1/v2
1 1 0 0
—-1/2
1/2 |5 |75 1=/3/2
1
—1/2 —-1/V/6
=05 /| Ty |= 1/2 | /V/3/2= 1/V6
2//6
73—73— 73 Ul Uy — 73 uz
1 1/v2 1/v2 1 —1//6 —-1/V6
=1 0 1/f 1/vV2 [ ={] o 1v6 [} 16 | =
1 0 1 2/\/6 2/\/6
1 1/v2 —1//6
=10 |-1/v2 1/f —1V6 | 16 | =
1 2//6
1 1/2 ~-1/6 2/3
o |- 12 |-| 16 |=]| —2/3 | T [=2/V3
1 0 2/6 2/3
2/3 1/V3
Uy =%/ | Vhl=| —2/3 [/@/V3)=| —1/v3
2/3 1/v/3
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La base ortonormal sera:

~1/V2 ~1/V6 1/v/3
{ 1/vV2 | Ve |5 | —1/v3 |}
0 2//6 1/V3

u; -uj; =0, para 4, j = 1,2, 3 son ortogonales entre cualesquiera dos de ellos.

up-up =1
Up - U =1
us-us =1

Con los vectores de la base anterior construyamos la matriz ), con las siguientes propiedades.

QR'=Q'Q=1,Q =Q"!

1/vV2 -1/V6  1/V3 1/vV2  1/V2 0
Q=1| 1/v2 1/V6 -1/3 |;Q=Q'=| -1/v6 1/v6 2/V6
0 2/v6 1/V3 1/vV3 —1/vV/3 1/V3

QR'=Q'Q=0Q7'Q=1

1/vV2 —1/v/6  1/V/3 1/vV2 12 0
1/vV2  1/V/6 —1/V3 —1/v/6  1/V6 2/V/6 | =
0 2/V6 1/V3 1/V3 -1/v3 1/V3

1/vV2 12 0 1/vV2 —-1/v/6  1/V3 100
= -1/v/6 1/vV6 2/V6 1/vV2 1/V/6 —1/vV3 | =10 1 0
1/vV3 —1/v/3 1/V3 0 2/vV6 1/V3 0 0 1

Ejemplo 20.3.d) Construya una base ortonormal para el espacio vectorial: m = {(z,y,2) | 2¢ —y — z = 0}.

Bueno sabemos que es un plano que pasa por el origen, por lo tanto 7 es un subespacio de R?,
entonces su dimensién es igual al numero de vectores de la base, que es dos, escojamos dos

vectores linealmente independientes, digamos:

1 0
o, vy={| 1 |; 1|}
1 1
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1 1/V3
=1/ =| 1 | /VB=]| 1/V3

1 1/v3
0 0 1/V3 1/V/3
Vh=y— (Vo )iy = Lf={] v || yv3 [} 1/VB |=
—1 ~1 1/v3 1/v/3
0 0 0
=l -o =] v ]im=v2
1 0 -1
~1/2 0
Uy = Vb /|| = 12 | /V2=| -1/V2
1 1/v/2
La base ortonormal serd entonces:
1/V3 0
T yvs |5 -1/ve |}
1/V/3 1/v2
Up-U =0
u-up =1
Up-Up =1
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18. Transformaciones Lineales

18.1. Definicion de transformacién lineal

Sean V' y W espacios vectoriales, no tienen que ser de la misma dimensién, y sean U y T eV y « un escalar.

Una trasformacion T : V — W es lineal si:

) T(4+7)=T(W) +T (V)
1) T(ad) = aT(W)

18.1.1. Ejemplos

r+y
x
Ejemplo 20.3.a) Sea T : R? — R? definida por T =| z—y
Y
3y
-1
2
Por ejemplo T = )
-3
-9
Por otro lado, sean
x x
) W= ! yU = 2 , Entonces:
hn Y2
I X9 T+ o
T(d + ) =T] + |=T
Y1 Y2 Y1+ Y2
1+ T2+ Y1+ Y2 T1+ Y1 T2 + Y2
=l mitre—yi—y2 [=| v1—y1 | T | 22—
3y1 + 3y2 3y1 312
x x
=7 7+ | =1(R)+T(D)
n Y2
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T

1) Si o es un escalary U = , entonces T(ad) = oT(U):
Y
ax + oy T+y
x ax x
T{a }:T = ay — oy =« xr—y =aoT
Y ay Y
3ay 3y
Por lo tanto la transformacién es lineal.
) ) x x
Ejemplo 20.3.b) Sea T : R? — R? definida por T =
Y -y
2 2
Por ejemplo T' =
-3 3
Por otro lado, sean
x x
1) U = ! y U = ? , entonces:
Y1 Y2
T1 T2 T1+ T2 1+ Z2
T(d + ) =T] + |=T =
Y1 Y2 Y1+ Y2 —Y1 — Y2
1 T2 x1 T2
+ =T +T T(d) +T(7)
—hn Y2 Y1 Y2
x
1) Si o es un escalar y 0 = , entonces T(a W) = aT(U):
Y
x ax ax x x
T{« =T = =« =aT
Y ay —ay -y Y

Por lo tanto la transformacion es lineal.
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Ejemplo 20.3.c) Sea T : R® — R3 definida por T

y | =
z
2 2
Por ejemploT | 1 | =] 1
4 0
Por otro lado, sean
I X2
1) W= m y U= ya |, entonces:
21 22
1 To T, + T2 T+ T2
T(U + ) =T] v |+ v [1=T7] vitw | =] vitwe
Z1 Z1 Z1 -+ Z9 0 + O
1 o T T2
=l v [+ v | =T w |+T| v | =T@)+T(V)
0 0 21 22
x
m) Siaesunescalary o = | y [, entonces T(aW)=aT(W):
z
x ax ax x x
T{Oé Y } =T ay = ay =« x =aoT Y
z az 0 0 z

Por lo tanto la transformacion es lineal.
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Ejemplo 20.3.d) Sea T : R® — R? definida por T

2
1
Por ejemplo T | 1 =
4
4
Por otro lado, sean
il
I) 7 = U1 y 7 =
Z1
Ty
T(d+ ) =T[|
21
1
2z
Z1
#T Y1
z1

1) Si o esun escalary o =

z

x
1
y =
z
z
T2
yo |, entonces:
22
X2 xr1 + X9 .
e (1= ity | =
21+ 22
21 z1+ 22
0
_l’_
29
T2
+T| yo |: porloque T(W)+ T(V) no se cumple.
2z
x
y |, entonces T(a®) = aT():
z
oz x
1 1
az z
az z

Esta condicién tampoco cumple que T sea una transformacion lineal.
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Esto ya lo habfamos trabajado antes, los operadores diferencial e integral son transformaciones lineales, a saber:

0
d af d
i@ vy =T @
1)
d df  d d d
S {ef@) = h+ @) =L 0= L

d B d d 4 1
_ = — _ = — 2
o {lnz + =} T {lnz} + o {z*} - + 2z

d d d
%{5 senz)} = 5E(senx) + senac%@) =5cosz+0=>5cosz

[+ g@yds = [ f@yde+ [ fais

Jtet@nas=c [ sy

18.1.2. Algunas propiedades de las transformaciones lineales

Sea T : V. — W una transformacién lineal. Entonces para todos los vectores u,v,v1,vs,...,v, y todos los

escalares aq, a, ...,y

1) T(0)=0
1) T(u—v)=Tu—Tv
1) T(ayvy + avg + -+ + apvy) = anToy + aTvs + -+ - + a, T,

.oy Up . Sean wi,wa, ..., w, vectores

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita con base B = {vy,vq,

en W. Suponga que T; y 15 son dos transformaciones lineales de V' en W tales que Tiv; = Thv; = w; para

i=1,2,...,n. Entonces para cualquier vector v € V, Tiv = Tyv; es decir T} = T5.
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19. Valores y Vectores Propios

Consideremos la siguiente ecuacién matricial
AX =X
Donde A es una matriz n X n, ? es un vector n X 1, y A es un escalar, que puede ser real o complejo.
Reescribamos esta ecuacién
AX 20X =7
ahora como
X=X
AX 0, X =T
N

(A-ALDX =0

Observemos detenidamente esta ecuacién. Es de la forma ab = 0, la cual tiene solucién solosia =00 b= 0, o

ambas son cero. Aqui, Y = 0 es la solucién trivial, que no nos lleva a ninguna parte. Pidamos lo siguiente:
| A— A, |= 0,

desarrollemos esta ecuacién con matrices y vectores.

a1 aip ... A1n 1 0 0 ... 0

a921 as2 ... a9n 01 0 ... 0
- A =0

Anl Gp2 ... Gpn o0 . ... 1

aill ai12 e A1n A0 0 ... 0

asy a9 o aAon, 0 A 0 e O
— =0

Ap1l Ap2 ... Gpp 0O 0 . ... A
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aip — A a2 ... Ain aip — A a2 ... A1n
a1 22 — A agn a1 Q29 — AL agn
= = 0
an1 An2 ... Gpp — A an1 An2 ... Gpn — A
aoA" +a1An—1+ -+ ap_1 A+ a, = 0, como sabemos esta ecuacion tiene n raices \; i = 1,2,...,n, hay que

resolver la siguiente ecuacién para cada \; y asi calcular los correspondientes Yi.

i

(A—NI)X

allp — /\Z a2 ... A1n I 0
a21 Q292 — )\i N a9on X9 0
an1 Ap2 .. Qpn — A Ty 0

19.1. Ejemplos

Ejemplo 19.1.a) Encuentre los valores y vectores propios de la matriz:

4 -6
A:
3 5
—4-\ -6
:0’
3 5-A

(4=NGB-N+18=X2-X1-2=0, A\ =2, I=-1,

Para A\; = 2 tenemos

—4-2 ¢ oy (o) (-6 -6 1
3 5-2 o 0 3 3 2 |
—6.%‘1—6.’)32:0
31’1+3(L’2:0.
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Realmente son la misma ecuacién.

1 = —X2
-1 -4 —6 -1
?1 = s Ayl = Alylv
1 3 5 1
Para Ay = —1 tenemos
—-44+1 —6 1 0 -3
3 5+1 To 0 3
—31‘1 — 6%‘2 =0
3r1 + 629 = 0.
Realmente son la misma ecuacion.
T, = —2o
-2 -4 -6 -2
}2 = ; AYQ = /\2?27
1 3 5 1
Ejemplo 19.1.b) Encuentre los valores y vectores propios de la matriz:
2 -1
A =
—4 2
2—A -1
= O’
-4 2-A
(2=N)2—-X)—4=X—41=0, )\ =0,
Para Ay = 0 tenemos
2 -1 T1 0
—4 2 xro 0
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2$1— 5,172:0

741’1 + 21’2 =0.

Realmente es la misma ecuacion.

2I1 = X9

1 2 -1
Yl = ) AYI = AIYD

2 —4 2

Para Ay = 4 tenemos

2-4 -1 1 0
-4 2-4 Ta 0

—2371 — X2 =0

—4x1 — 229 = 0.

Realmente es la misma ecuacédn.

—2(E1 = X2

1 2 -1
YQ == ) AYQ == >\2227

1 -1 4

A=| 3 2 -1
2 1 -1

1—A -1 4
3 2-X -1

2 1 -1-=-A
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I=XN2=N(-1-XN+12+2+3(-1—-X)—=-82-N)+(1-N)=0,

Para A\; = 1 tenemos

Para A\

-1
4
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-1

_>

0
1
0

—(A =202 —5X+6) = —(A—1) (A +2)(A = 3) =0,
AM=1, d=-2, A3=3
0 -1 4 il 0
3 1 -1 To = 0
2 1 -2 T3 0
410 0 -1 4]0 0 -1 410
—-110 — 3 0 3|0 — 1 0 1]0
-210 2 0 2|0 2 0 2|0
-1
T1 = —x3, w2 =4x3, ?1 = 4
1
1 -1 4 -1 -1
Ayl = Aliﬂ, 3 2 -1 4 | = 4
2 1 -1 1 1
= —2 tenemos
3 -1 4 T 0
3 4 -1 To = 0
2 1 1 T3 0
410 3 -1 4]0 3 -1 4]0
—-11]0 — 15 0 1510 — 1 0 110
10 5 0 510 5 0 5|0
1
ro = —T1, I3= —T1, ?2 = —1

0
1
0

-1 410
0 1|0
0 00

-1 410
0 10
0 00



A?Q = A2}27

Para A3 = 3 tenemos

-1 410 -2 -1

-1 =110 — 5 0

1 —41]0 0 0
A?:a = As?&

1 -1 4 1

3 2 -1 -1

2 1 -1 -1
-2 -1 4 T1
3 -1 -1 T2
2 1 —4 I3
410 -2
510 | — 1
01]0 0
r3 = 1, m2:2$1,

1 -1 4 1

3 2 -1 2

2 1 -1 1
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20. Diagonalizacion de matrices

20.1. Matrices equivalentes

Dos matrices A y B de n x n se llaman equivalentes si existe una matriz invertible C' de n x n tal que

B=C1t'AC

La funcién definida por esta ecuacién asocia a la matriz A la matriz B y se le llama una transformacién de

equivalencia.

CB = AC multiplicando ambos lados por C~1, C~'CB = C~'AC de aqui B = C~1AC.

1 -2 2 -1
Ejemplo a) Sean A = , B= ,yC=
0 -1 5 — -1 1
2 -1 4 -2 3 -1
-1 1 5 =3 1 -1
2 1 2 -1 3 -1
AC = =
0 —1 -1 1 1 -1
1 0 0 -6 -3 =25 2 14 3
Ejemplob) Seaen D=| 0 -1 0 |, A= 2 1 s |,yC=]10 1 -1
0 0 2 2 2 7 3 5 7

C es invertible porque det C' =3 # 0

CA=

DC =

w O N

o O =

-1 0

0 0

0 2

—6
2
2

2 4
0 1
3 5

-3

1
2

3
-1
7

—2

)
8
7

0
6

(=}

-1
10

4 3
-1 1
10 14

3

1
14

De esta manera CA = DC y A= C~'DC, por lo que A y D son equivalentes.
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20.2. Ejemplos

Ejemplo 20.3.a) Diagonalize la siguiente matriz:

-4 —6
A =
3 5
Primero encontremos sus eigenvalores,
—4— )\ —6
= O7
3 5—A
(4=NGB-N)+18=X2-21-2=0, \ =2, A=-1,
Ahora encontremos sus eigenvectores, para A\ = 2 tenemos
—4 -2 —6 T 0 -6 —6 T
3 5-2 2 0 3 3 x|
76I1 — 6332 =0
3x1 + 3x9 = 0.
Realmente son la misma ecuacién.
T1 — —X2
-1 -4 —6 -1 —2
712 ; A?1=>\1?17 = =2

1 3 5 1 2

Para Ay = —1 tenemos
—44+1 —6 T 0 -3 —6 T
3 5+1 To 0 3 6 To
73%1 — 61’2 =0
3931 + 61‘2 =0.
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Realmente son la misma ecuacién.

I = —2%2

—2 —4 —6 —2 2 —2
?2 = ; A}2 = >\2}27 = =-1
1 3 5 1 —1 1

Hemos encontrado los eigenvalores y eigenvectores de la matriz A.

-1 -2
)\1:27>\2:_1, le ) Y2:

Formemos con los eigenvectores de A la siguiente matriz C:

-1 -2
C =
1 1
La inversa de C, C~! sera
o1 1 2
-1 -1
Ahora formemos el siguiente producto:
D=C1'AC
1 2 -4 -6 -1 -2
D =
-1 -1 3 ) 1 1
2 0
D =
0 —1

Hemos diagonalizado la matriz A, podemos decir que la matriz A es equivalente a la matriz D.

Ejemplo 20.3.b) Diagonalize la siguiente matriz:
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Primero encontremos sus eigenvalores,

2-A -1
—4 2=

:O’

(2-N2—-X)—4=X—4\=0, A\ =0,

Ahora encontremos sus eigenvectores, para: Ay = 0 tenemos

21’17 1'2:0

—4I1 + 21‘2 =0.

Realmente es la misma ecuacion.

2I1 = X9

1 2 -1 1
?1 = 5 A?l = )\1?1,
2 —4 2 2
Para Ay = 4 tenemos
2—4 -1 T 0 -2
-4 2-4 xTo 0 —4
—23&‘1 — T2 = 0
—41’1 - 21’2 =0.
Realmente es la misma ecuacdn.
—2(E1 = X2
1 2 -1 1
72 - ) A?2 - A2727
-2 —4 2 -2

Ao = 4,
0
0

Hemos encontrado los eigenvalores y eigenvectores de la matriz A.
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1 1
O =
2 =2
La inversa de C', C~! ser4
o[22
1/2 —1/4
Ahora formemos el siguiente producto:
D=C"1AC
1/2 1/4 2 —1 1 1
NI
1/2 —1/4 4 2 2 -2
D =
0 4

Hemos diagonalizado la matriz A, podemos decir que la matriz A es equivalente a la matriz D.

Ejemplo 20.3.c) Diagonalize la siguiente matriz:

1 -1 4
A= 3 2 -1
2 1 -1
Primero encontremos sus eigenvalores,
1—A -1 4
32— -1 =0,
2 1 —1-A

AI=XN2=N(-1=-XN+12+2+3(-1-X)—=82-N)+(1-)N)=0,
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(A3 =2)02 —B5A+6)=—-A—1)(A+2)(A=3) =0,

M=1 A=-2 X=3

Ahora encontremos sus eigenvectores, para A\; = 1 tenemos

0 -1 4 il 0
3 1 -1 To = 0
2 1 -2 T3 0
0 -1 410 0 -1 4]0 0 -1 4]0
3 1 -1]0 | — 3 0 3|0 — 1 0 110
2 1 -210 2 0 210 2 0 210
-1
T1 = —T3, T2 =4xs, ?1 = 4
1
1 -1 4 -1 -1
AYI = /\1?17 3 2 -1 4 | = 4
2 1 -1 1 1
Para Ay = —2 tenemos
3 -1 4 il 0
3 4 -1 To = 0
2 1 1 T3 0
3 -1 410 3 =1 410 3 -1 4
3 4 —-110 — 15 0 1510 — 1 0 1
2 1 1]0 5 0 510 5 0 5
1
T2 = —T1, X3= —T1, 72 = -1
-1
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-2

1 -1 4 1 -2
Ayz = /\2}27 3 2 -1 -1 = 2
2 1 -1 -1 2
Para A3 = 3 tenemos
-2 -1 4 1 0
3 -1 -1 To =10
2 1 —4 T3 0
-1 410 -2 -1 410 -2 -1 4
-1 —-1(/0 | — 5 0 -5|0 | — 1 0 -1
1 410 0 0 00 0 0 0
1
x3 = x1, T2 = 2wy, ?32 2
1
1 -1 4 1 3
A?3 = )\3?37 3 2 -1 2 |=16
2 1 -1 1 3

Hemos encontrado los eigenvalores y eigenvectores de la matriz A.

-1
/\121, /\2:—2, )\3:3, ?12 4 , ?22
1

Formemos con los eigenvectores de A la siguiente matriz C":

-1 11
C= 4 -1 2
1 -1 1
La inversa de C', C~! ser4
1 -2 3
Cl'=-1/6| -2 -2 6
-3 0 -3

199

-1
0
0

00
—-110
0]0



Ahora formemos el siguiente producto:

1 -2 3 1 -1 4 -1 1 1
D=-1/6] -2 -2 6 3 2 -1 4 -1 2
-3 0 -3 2 1 -1 1 -1 1

1 0 0
D=10 -2 0
0 0 3

Hemos diagonalizado la matriz A, podemos decir que la matriz A es equivalente a la matriz D.

20.3. Matrices simétricas
Matrices ortogonales son aquellas que tienen la propiedad siguiente QQ* = Q'Q =1

Ejemplo 20.3.a) Diagonalize la matriz simétrica A:

1 -2
A:
-2 3
1—A -2 9
|[A— M| = =1=-2NB=XN)—-4=X—-4\-1=0;
-2 3=
4+/16+4 4++/20 4425
A\ = 2+ = 2‘ﬁ: 2\[:2i\/5;/\1:2—\/5,)\2:2+\/5,
Para A\ = 2 — v/5, obtenemos,
—1++5 -2 0
(A-MD)X = Vs RR :
-2 —1-+5 T 0
(—1 + \/5)3?1 — 220 =0

—21’1 + (]. + \/5)x2 = 0
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2

T =2, 29 = —1 + V5; Y1=
~1+V5

); |Yl|:\/22+(—1+\/5)2:\/10—2\/5

Comprobacion

et 3 9) (i) )
-2 3 —-1++5 145

Para Ay = 2 + /5, obtenemos,

e (0 2)(2)-(0)
-2 1-+5 T 0

(=1 — VB, — 229 =0

—2x1 + (1 - \/S)wg =0

e1=1-V5, @2 =2 X1 = ( 1_\/2); X1 = /(1 - vB)2 +22=4/10 - 2v5

Comprobacion

AY2:>\2?2;( ! 2) ( 1\/5)2(2+\/5)(1\/5)
-2 3 2 2

Se obseva que Yl - Yg = 0, Contruyamos la siguiente base ortonormal:

2

(i, B} = (Z1/1R], Fo/|Fal) ={< ’ ) 10— 2v5, ( 1oV ) 10— 2v5}
—1++5

Con esta base ortonormal construyamos la matriz Q matriz ortogonal con la propiedad:

QQ'=Q'Q =1 con Q' = Q~L, por la unicidad de la inversa.

B 2/V10—2v5  (1-+5)/V10—2V5
\ C1+vE)V10- 2B 2/v/10 - 2v/5
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2/v/10-2v5  (1-+/5)/v/10—2V5 2/V/10-2v5  (—=14++5)/V/10 —2V/5
(=1 ++/5)/v/10 - 25 2/4/10 — 2v/5 (1—-+5)/vV10-2V5 2/1/10 — 2v/5

B 2/v/10 =25 (=14 +/5)/v/10-2V5 2/v/10-2v5 (1 —+/5)/v/10—-2/5
B (1—+5)/v10-2V5 2/1/10 — 2v/5 (—=1++5)/v/10 - 25 2//10 — 2v/5

1—5 2 —1+V5 2
Vio—2v5  V/10-2v5 Vio—2v5  y/10-2v5

B 1 2 1-+5 1 -2 2 —1++5 )
C10-2v5\ _145 2 23 1-V5 2 )

B 1 30 — 14v/5 0\ 2-+5 0 5
T 10-2V5 0 10+6v5 | 0 245 |

2 —1+V5 2 1—/5
Q'AQ = D = ( V10-2v5  \/10-2v35 ) ( 1 —2) ( V10—2v5  v/10-2v5 ) _

Ejemplo 20.3.b) Diagonalize la matriz simétrica A:

5 4 2
A=14 5 2
2 2 2

5 A 4
|A— M| = 4 5-)
2 22—

=(B-NB-A2=-A)+16+16—16(2—A) —4(5 — A) —4(5 — ) = —(A — 1)2(A — 10) = 0;

Para A\; = 1 tenemos
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4 4 2 T1 0

4 4 2 To = 0

2 21 T3 0
4 4 210 2 2 110
4 4 2(0 |—] 0 0 0|0
2 2 110 0 0 0]0

Notese que es la ecuacién de un plano en el espacio que pasa por el origen, entonces escojamos

dos vectores linealmente independientes:

2I1+21’2+l’3:0

-1 -1
?1 = 1 ; 72 = 0
0 2
Para A3 = 10 tenemos
-5 4 2 1 0
4 -5 2 To =10
2 2 -8 T3 0
-5 4 210 0 9 —1810 0 0 0]0
4 =5 210 | = 0 -9 8|0 | =] 0 1 =210
2 2 =810 1 1 —410 1 0 -21|0
2
Y3: 2
1
-1 -1 2
Y1 = 1 1; ?2 = 0 ;s ?3 =1 2
0 2 1

Estos tres vectores son linealmente independientes, formemos la siguiente base y construyamos

una base ortonormal en R? a partir de la base
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KXo Xy ={| 1 [:s] olf:] 2]
0 2 1
—1 —1/V2
ﬂlzyl/ylz 1 /\/52 1/\/5
0 0
—1 —1 —1/V/2 —1/v/2
Xp=Xy—Xomyin=| o |-{| ol | vz |t 1v2|=
2 2 0 0
-1 —-1/2 —-1/2
0 |- 12 | =] -1/2 |: |Y’2\:\/W:\/E/2
2 0 2
—1/2 ~1/V/18
W= X4/ X5 = | —12 [/(VIS/2)= | —1/vIS
2 4//18
Puesto que Yg es normal al plano 2z, + 2x2 + x3 = 0 entonces:
2 2/3
i = X4/|X5 = | 2 | /3=] 2/3
1 1/3

La base ortonormal sera:

—-1/v2 —1/V/18 2/3
{0 1/v2 |5 | —1yvis || 2/3 |}
0 4//18 1/3

u; -u; =0, para 4, j = 1,2, 3 son ortogonales entre cualesquiera dos de ellos.

ul-ul—l
Up-Up =1
Us-Us =1

Con los vectores de la base anterior construyamos la matriz ), con las siguientes propiedades.

QR =Q'Q=1Q =Q"!
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